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MobpuLo 2



Definicion de Incrementos

Definicion 1
Sean x1 y x9 un primer y segundo valor de una variable x. Entonces
el incremento de x es Ax =x9 —x1, esto es, el cambio en el valor de x.

Definicion 2

Sea y una variable dependiente de x tal que y = f(x), donde f esta
definida para los valores de x entre x1 y xo y ademas se cumple que
y1 =flx1) e yo =f(x9). Entonces el incremento de y es

Ay =y9 —y1 =flx9) —flx1), esto es, el cambio en el valor de y = f(x).



Ejemplo: Cantidad Demandada

Ejemplo 1

Considere que la cantidad de cereal que demanda una familia a la
semana depende del precio de venta de éste. Asi, g(p) = 1000p~1,
donde ¢ son los kilos de cereal demandados y p es el precio en
pesos. Si el precio de venta pasa de 500 a 1000 pesos, jcual es el
incremento en la demanda?

Solucién 1
Utilizando la Definicién 2, tenemos que

Ag=q2—q1
=1000p;* - 1000p;!
=1000-1000"1 -1000-5007!
=1-2=-1.

Por lo tanto, el incremento en la cantidad demandada es de -1 (se
demanda un kilo menos).



Grafico: Cantidad Demandada

Figura 1: Incremento en precio y cantidad demandada
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Reordenando Términos

Notar que de la Definicién 1 se desprende que x9 = x1 + Ax. Reem-
plazando esto en la Definicién 2 y considerando que x; puede ser
cualquier valor de x se obtiene

Ay =flx + Ax) - f(x). o)

La ecuacién (1) puede ser util para determinar el cambio en una
variable dependiente y cuando la variable independiente x sufre un
incremento de Ax, estando inicialmente en una situaciéon descrita
por el par (x,y).

Propuesto 1

Considere la funcién y = f(x) =x3. Determine Ay dado cualquier x
inicial y cualquier incremento Ax.



Tasa de Cambio Promedio

Definicion 3

La tasa (o razén) de cambio promedio de una funcién y = f(x)
definida en el intervalo [x,x + Ax] corresponde al incremento
generado en y sobre el incremento en x, es decir,

Ay _ [+ Ax) —f(x)

Ax Ax 2)

Esto equivale a cudnto cambia en promedio la funcién por cada
una de las Ax unidades incrementadas. Esta tasa también es
llamada cociente de la diferencia.

Notar que la ecuacion (2) corresponde a la pendiente de una recta
que pasa por los puntos (x,f(x)) y (x+ Ax,f(x + Ax)), o bien, por los
puntos (x,y) y (x+ Ax,y + Ay).



Interpretacion Grafica
La tasa de cambio promedio de la Definicion 3 equivale a la pendien-

te de la recta secante que pasa por los puntos (x,y) y (x + Ax,y + Ay).
A continuacién un ejemplo gréfico:

Figura 2: Tasa de cambio como pendiente de una secante
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Tasa de una Funcion Cuadratica

Ejemplo 2
Obtenga la tasa de cambio promedio de la funcién f(x) =x2 en el
intervalo [x,x + Ax].

Solucion 2
Utilizando la Definicién 3 tenemos

Ay fe+An)—flx) _ @+Axn)? -«

Ax Ax - Ax
2xA\x + 2
:—x (Ax) =2x + Ax.
Ax

Notar que este resultado puede ser muy util para dibujar funciones
cuadraticas a mano alzada (de manera bastante precisa). (Why?)

Propuesto 2

La recta secante que representa la tasa de cambio anterior es
y =x+ 2. Determine el intervalo sobre el que se obtuvo la tasa.
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Analisis Marginal Discreto

Por ahora no hemos impuesto restricciones sobre la magnitud (el
tamano) de Ax. Sin embargo, es interesante notar qué ocurre cuando
esta magnitud es arbitrariamente pequeria (marginal).
Por ejemplo, si una funcién es creciente en un intervalo, es de espe-
rar que su tasa de cambio promedio sea positiva en é€l.

Figura 3: Tasa de cambio en un intervalo
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Analisis Marginal Discreto (cont.)
Sin embargo, si ampliamos Ax de modo que el intervalo no sea siem-
pre creciente, la conclusion sobre el signo de la tasa de cambio pro-

medio no se mantiene necesariamente.

Figura 4: Tasa de cambio en otro intervalo
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Acercamientos Arbitrarios

A pesar de que al rededor de % la funcién f(x) es creciente, se nece-
sita un Ax pequerio para poder capturar esto en la tasa de cambio
promedio.

Ejemplo 3
Suponga que f(x) = —x2 +6x+7 y que ¥ = 1. Obtenga las tasas de
cambio promedio para Ax € {2;1;0,5;0,1;0,01;0,0001}.

Solucion 3

Ay —2xAx—Ax?+6Ax
Latasadecambioes—y: i aa =-2x—Ax+6.

Evaluando los distintos valores de Ax con x =% = 1 tenemos:

Tabla 1: Tasa de cambio ante intervalos menores

A |2 1 05 01 001 00001
Tasa |2 3 35 39 399 39999

Asi, vemos que la tasa de cambio promedio tiende a 4...
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Tender a Algo

Definicion 4

Una variable x tiende a un valor k£ cuando x toma una sucesién de
valores que se acercan de manera arbitraria a dicho valor, sin que
x tome el valor k. Cuando x se aproxima de esta manera a &,
entonces podemos denotar la situacion por x — k (x tiende a k).

Definicion 5

Si la (sub)sucesion de valores que toma x es mayor que el valor %,
entonces diremos que x tiende por la derecha a k, y lo denotamos
por x — k*. Si los valores estan por debajo, diremos que x tiende
por la izquierda a k y 1o denotamos por x — k™.

ComenTARIO: De manera similar, cuando una variable x tiende a un
valor k£, puede hacer que una funcién f(x) tienda a algin valor L. Una
primera (y apresurada) intuicién nos diria que si x — &, entonces
fx) — f(k) = L. {Esto no es necesariamente cierto!
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Ejemplos de Sucesiones

Ejemplo 4
Suponga que x,y y z son tres variables que toman las siguientes
sucesiones de valores Vn € N:

="

Xy = +1,
n
= L +1
Yn= on y
(_1)2n—1
= opoy T

Dado lo anterior, x, — 1, y, — 1 y 2z, — 1. Comente.

Solucion 4

Verdadero. A medida que aumenta n, x, se acerca arbitrariamente
a 1, al igual que y, y 2. Sin embargo, la primera sucesién toma
valores tanto por sobre como por debajo de 1, mientras que las
dltimas dos, que son subsucesiones de la primera, toman valores
s6lo por sobre 1 o sélo por debajo de 1, respectivamente.
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Definicion de Vecindad

Definicién 6

Una vecindad o entorno de un punto % € R es un intervalo en torno
a k con semiamplitud 6, o bien, es el intervalo (k- &,k + 6), con

6 > 0. Asi, cualquier x suficientemente cerca de k esta en su
vecindad si |x — k| < 6L

Figura 5: Vecindad de %

k-6 k k+6

Notar que, bajo la Definicién 6, para que x — k, es necesario que x
tome valores en la vecindad de % para cualquier § >0 (por pequefio
que sea). Dicho de otro modo, si x — &, entonces |x,, —k| < § para una
cantidad infinita de valores de n.

1Se habla de la vecindad o entorno reducido de % a la vecindad que no incorpora
al elemento £, es decir, a todos los x # & tal que |x— k| < 4.
18



Definicion de Limite

Definicion 7

(Epsilon-Delta) Sea f(x) una funcién definida para todos los x en la
vecindad de %, excepto posiblemente & (esto es, en la vecindad
reducida). El limite de f{x) cuando x — % es L si y s6lo si

Ve>0,30>0:1x—k|<d = |flx)-L|<¢,

esto es, si la distancia entre f(x) y L se puede hacer tan pequena
como se desee dejando a x suficientemente cerca de k.
Esto se denota

lim fx) =L,

x—k

o bien
fx) — L cuando x — k.

19



Grafico: Definicion de Limite

Figura 6: Intuicién Grafica de la Definicién Epsilon-Delta
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Ejemplo: Limite por Definicion

Ejemplo 5
Demuestre que el limite de f(x) =3x+5 cuandox — 1 es 8.

Solucion 5

Si 1111} 3x+5 =8, entonces, por la Definicién 7 se cumple que
X

Ve>0,36>0:x-1|<6 = |3x+5-8|<e.

Luego, basta encontrar un § que satisfaga la Definicién 7 ante
cualquier ¢ (en efecto, § sera funcién de ¢).

Notamos que [3x+5-8|=[3x-3|=3lx - 1| <e.

Pero lo anterior equivale a indicar que [x—1| < g Es decir, ante
cualquier ¢, podemos definir un § = % tal que se cumpla la

definicién para el limite indicado.

Propuesto 3

Demuestre que el limite de f(x) =x2 cuando x — 5 es 25.
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Existencia de un Limite

Definicion 8

El limite de f(x) cuando x — % es L si y s6lo si los limites por la
derecha y por la izquierda (con x — k% y x — k™, respectivamente)
son ambos iguales a L2.En simbolos:

lim fix) =L < lim f(x) = lim flx) = L.
x—k x—tk x—k~
Lo anterior se cumple para todo polinomio y el limite corresponde

a la funcién evaluada en x = k. Sin embargo, hay casos donde no se
cumple...

2Esta definicién aplica sélo cuando es posible obtener los limites laterales, es
decir, cuando se trabaja sobre el dominio de la funcién. Un ejemplo donde no aplica
esta definicion es lirr(l) V/x: si bien el limite por la derecha es 0, el limite por la

pram
izquierda no existe (x no puede ser negativo). A pesar de lo anterior, el limite es 0,
pues soélo se considera el limite definido en el dominio de la funcién, es decir, el
limite por la derecha.

22



Encontrar un Limite por Reemplazo

Ejemplo 6
2

Considere la funcién f(x) = 9; g Encuentre lin21 flx).
_ —

Solucién 6

En este caso, no se puede evaluar directamente en x = 2, pues
tendriamos algo de la forma f(2) = 0/0. Sin embargo, en este tipo de
situaciones se puede realizar una simplificacién conveniente:

-4 x-@+2)
= hm—: hmx+2.
=2 x—2 x—2 x—-2 x—2

Esta ultima simplificaciéon se puede hacer porque, como bien dice
la Definicién 4, x no toma el valor 2 y por ende x —2 # 0. Como este
término es no nulo, es legal simplificar.

Por iltimo, como x + 2 es un polinomio de primer grado, su limite

existe y corresponde a dicha funcién evaluada en x = 2.
2

Por lo tanto, lim = limx+2=4.
x—2 X— x—2

23



Sobre las Funciones Simplificables
2

;Bs cierto que las funciones f(x) = 3;_ 5
tes? ;NO!

Las funciones tienen dominios diferentes, pues Dom f(x) = R — {2},
mientras que Dom g(x) = R. Luego, 3f(2), a pesar de que g(2) =4.

y g(x) =x +2 son equivalen-

x2-4

x—2

Figura 7: Graficos de f(x) = yg8) =x+2

y Y

A A

</ 5 > X </ B > X

L 2 L 2

(a) flx) 24 (b) g(x)




Ejemplo: Limite que No Existe

Ejemplo 7
|x|

Encuentre, caso exista, el siguiente limite: lin% —. En caso de que
x—0 X

no exista, justifique su respuesta.

Solucion 7

Tal como en el Ejemplo 6, en este caso no podemos evaluar
directamente la funcién en x = 0, pues tendriamos algo de la forma
0/0. Sin embargo, en esta ocasién tampoco es trivial simplificar la
expresion, pues el valor del numerador va a depender de si x es
negativo o no negativo.

x six=0

Recordar que el valor absoluto se define como |x| = { . .
-x six<O

En efecto, el limite por la izquierda es li%l —?x = -1, mientras que
e,

por la derecha es lim+ o1

x—0" X
Como los limites laterales son distintos, el limite no existe.
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Grafico: Limite que No Existe

Figura 9: Gréafico de y = <
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Propiedades de los Limites

Proposicién 1
Sea ¢ una constante cualquiera. Entonces, el limite de dicha
constante cuando x tiende a k es la misma constante:

lime=c.

x—k

Proposicién 2

Sea b una constante cualquiera y f(x) una funcion cuyo limite existe
cuando x — k. Entonces, el limite de dicha funcién ponderada por b
cuando x tiende a k es b por el limite de la funcién:

lim 6f(x) = b lim f(x).
x—k x—k
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Propiedades de los Limites (cont.)

Proposicién 3
Sea n un entero positivo. Entonces, el limite de x elevado a n
cuando x tiende a k es k elevado a n:

lim x™ = k" Vn eN.
x—k

Proposicién 4
Sean f(x) y g(x) dos funciones cuyos limites existen cuando x — k.
Entonces, el limite de la suma (o resta) de ambas funciones cuando
x tiende a k es la suma (o resta) de los limites individuales de las
funciones:

lim f(x) £gx) = lim flx) + lim g(x).

x—k x—k x—k

Propuesto 4

Utilizando las Proposiciones 1, 2, 3 y 4, demuestre que el limite de
cualquier polinomio P(x) cuando x — & equivale a P(k).

29



Propiedades de los Limites (cont.’)

Proposicién 5
Sean f(x) y gx) dos funciones cuyos limites existen cuando x — k.
Entonces, el limite del producto de ambas funciones cuando x
tiende a k es el producto de los limites individuales de las
funciones:

lim fix) -g) = lim f(x)- lim g(x).

x—k x—k x—k

Proposicién 6

Sean f(x) y g(x) dos funciones cuyos limites existen cuando x — k.
Entonces, el limite del cociente de ambas funciones cuando x tiende
a k es el cociente de los limites individuales de las funciones,
siempre y cuando el limite del denominador sea distinto de 0:

lim f(x)
lim P =k i g@) #0.
x—k gX) hnlg g) x—k

x—»
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Propiedades de los Limites (cont.”)

Proposicién 7

Sean f(x) y g(x) dos funciones cuyos limites existen cuando x — k.
Entonces, el limite de una funcion elevada a la otra cuando x tiende
a k es el limite de la primera elevado al limite de la segunda,
siempre y cuando la base sea positiva:

;
lim f@€® = Lim fo) =45, si fx) > 0.
x—k x—k

Notar que de lo anterior se obtiene lin}: Vfx)=n lin}: flx)Vn eN.
xXx— xX—

Proposiciéon 8

Sea a una constante positiva y flx) una funcién cuyo limite existe
cuando x — k. Entonces, el limite del logaritmo con base a de la
funcion cuando x tiende a k es el logaritmo con base a del limite de
la funcién, siempre y cuando la funcién sea positiva:

lim log, f(x) =log, lim f(x), si flx) > 0.
x—k x—k
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Ejemplo

Ejemplo 8
Obtenga el limite de f(x) = %1_1 cuando x — 0.

Solucién 8

En efecto, no podemos evaluar directamente x = 0, pues
tendriamos algo de la forma 0/0. Sin embargo, podemos utilizar un
1 conveniente...

. Vx+1-1 o Vx+1-1 vx+1+1
lim = lim .
x—0 X x—0 X Vax+1+1
= lim x+l-1 lim !
=0 x(Vx+1+1) =0 Vx+1+1

Finalmente, podemos simplemente evaluar en x = 0 para obtener

Varl-1 1
X

como resultado lim 3"

x—0

32



Mas Ejemplos

Ejemplo 9
L1

Obtenga lim ¥ +3 3 .

x—0 X
Solucién 9

1 1 3-x-3

lim £33 _ }im 3x+3) = lim -1 =—1

x—0 x x—0 X x—0 3(x+3) 9
Ejemplo 10

ax six<2 - .

Sea f(x) = {ax b six>2 ;Qué relacion deben satisfacer a y b

para que exista 111121 flx)?
x—v

Solucién 10

lim flx) = lim fix) < 4a=2a+b < a =
x—2~ x—2+

33
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Cambio de Variable
En la Definicién 7 vimos que lin% flx) = L es lo mismo que fx) —
x—>

L cuando x — k.

Ahora bien, podriamos considerar a f(x) como una variable de la cual

depende la funcién g.

Luego, podemos plantear la posible existencia de f(li)ng (f))=M, o
X)—

bien, g (f(x)) — M cuando f(x) — L.
Combinando las ideas anteriores tenemos

[x—k = fl) = LA [fx) - L = g(fw)) - M] = [x—k = g(f)) — M].

Ejemplo 11
1 1 Vax+1-1
Obt li el [ -0,5
enga xE% x+1—1+25 3 ( o )

X
Solucién 11

1
Usando las Soluciones 8 y 9 tenemos que el limite es —=.

9
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Numero e como Limite

Proposicién 9
El niimero e =~ 2,718281828459... (ntiumero de Euler o constante de
Napier) se puede definir de la siguiente manera:

-3

A este limite, junto con los de las Proposiciones 10 y 11, los llama-
remos limites especiales®.

lim (1+x)% =e (:3lim
x—0 X—00

Propuesto 5

Verifique esto evaluando la funcién fix) = (1 +x)% para valores de x
arbitrariamente cercanos a 0.

3Préximamente le daremos énfasis a los limites cuando x tiende al infinito.
4Hay otros limites especiales que no abarcaremos en este curso.
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Limites Especiales

Proposicién 10

1 In(1+x) _1
x—0 X
Demostracion.
lim In( +2) = lim In(1 +x)% =In lim (1 +x)% =lne=1.
x—0 x—0 x—0

37



Limites Especiales (cont.)

Proposiciéon 11

m exp) -1
x—0 X

Demostracion.

Sea exp(x) — 1=y, de modo que x -~ 0 = y — 0. A partir de esto
podemos despejar x =In(1+y). Por lo tanto, utilizando el cambio de
variable, el limite es equivalente a

lim expx) — 1 = lim Y = lim 1 =1.
x—0 x y—0 In(1+y) y—0 In(1+y)
y

38



Ejercicios: Limites Especiales
Propuesto 6

Demuestre que, Va >0,

Coa*-1
lim
x—0 X

=Ina.

Hint: Proceda de manera analoga a la demostracién de la
Proposiciéon 11.

Propuesto 7
Demuestre que, Va >0,

lim (1 +ax)% =exp(a).
x—0

Hint: Utilice un 1 conveniente en el exponente y luego aplique la
Proposicién 9.

39



Ejercicios: Limites Especiales (cont.)

Propuesto 8

Demuestre que, Va > 0,

. In(Q+ax)
hm — =da.
x—0 X

Hint: Proceda de manera analoga a la demostracién de la
Proposicién 10 y utilice el resultado del Propuesto 7.

Propuesto 9
Demuestre que, Va > 0,
. (1+x)%-1

lim ———— =a.

x—0 X
Hint: Utilice un 1 conveniente en el exponente y aplique la
Proposicién 9. Luego, utilice otro 1 conveniente sobre su resultado
para finalmente aplicar la Proposiciéon 11 con un cambio de
variable.
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Limites al Infinito

Hasta ahora hemos revisado cémo se comporta una funcién fx) a
medida que x tiende a algtun valor constante k.

Sin embargo, en ocasiones nos puede interesar qué ocurre con la
funcién cuando x crece (o decrece) indeterminadamente, es decir,
qué le pasa a f(x) cuando x — oo (0 x — —00).

Ejemplo 12

Grafique fx) = S en el primer cuadrante y obtenga ;LI& flx).

Solucién 12
A medida que x se

vuelve arbitraria-
mente grande, la
funcién se acerca
cada vez mas a 0...

1
f) ==

x lim1=0
> X xX—00 X

Figura 10: Limite hacia el infinito

fx)
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Limites al Infinito (cont.)

Al igual que en los casos anteriores, es importante notar que no nos
interesa “evaluar x en infinito” (de hecho, esto es conceptualmente
imposible), sino que queremos saber cémo se comporta la funcién
cuando x “se aproxima” al infinito, ya sea positivo o negativo.

Ejemplo 13
. 2x
Obtenga xlil}lmm'

Solucién 13

Notamos que no tiene sentido hablar de “evaluar x en menos
infinito”, pues tendriamos un resultado de la forma co/co.
Sin embargo, podemos reescribir el limite como

lim 2 = lim 2x/x = lim
x=cox+1 a——oox/x+1/x x—-ocol+1/x’

donde esto lo podemos hacer porque “no evaluamos x en infinito”.
Por iltimo, notamos que el segundo término en el denominador

tiende a 0 (al igual que en el Ejemplo 12). ,',xEIpwJCTﬁ =2.

43



Convergencia v.s. Divergencia

converger (Del lat. convergére):

1. intr. Dicho de dos 0 mas lineas: Tender a unirse en un punto.
2. intr. Coincidir en la misma posicién ante algo controvertido.
3. intr. Mat. Dicho de una sucesién: Aproximarse a un limite.
4,

intr. Med. Confluir distintos impulsos sensoriales en una sola
neurona, como en la actividad motora.

divergir (Del lat. divergére):

1. intr. Dicho de dos o mas lineas o superficies: Irse apartando
sucesivamente unas de otras.

2. intr. Discordar, discrepar.

Real Academia Espariola © Todos los derechos reservados

Hasta ahora sélo hemos trabajado con limites convergentes, es decir,
funciones que se acercan a un valor dado cuando la variable tiende
a algin punto. Sin embargo, esto no tiene por qué ser siempre asi...

44



Limites Infinitos
Ejemplo 14
Similar al Ejemplo 12, grafique f(x) = alc en el primer cuadrante y
obtenga 11%1 flx).
x—0+

Soluciéon 14
Figura 11: Limite infinito
f) En efecto, a medida que x se acerca

N a 0 por la derecha, el valor de 1 se

x
vuelve arbitrariamente grande, esto
es, tiende a infinito positivo...

En este caso se dice que f(x) diverge
cuando x — 0.

flo) =

Ra“—‘

W
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Divergencia en el Infinito

Ademas de divergir cuando x tiende a algin valor particular, puede
darse que una funcién diverja cuando x tienda a +oco 0 —co.

Ejemplo 15
13 —2x% +3x—4

S -
ea fx) 5x2 —6x+17

. Obtenga }gg flx).

Soluciéon 15

lim f@) = lim x3 /22 — 2x2 Ix2 + 3x/x? — 4/x> im ¥ 2

= = —_— =00
x—00 x—co  Bx2/x2—6x/x%+7/x2 i—co B
Propuesto 10

Grafique cualquier polinomio y observe qué ocurre cuando x — +oo
o cuando x — —oo.

Propuesto 11

Repita lo anterior con el logaritmo de cualquier polinomio positivo.

Propuesto 12
Ahora con la raiz de cualquier polinomio positivo.
46



Convergencia en el Infinito

Tal como vimos en el Ejemplo 12, pueden existir distintas funciones
que convergen cuando x tiende a infinito positivo o negativo.
Ejemplo 16

En macroeconomia se habla de la idea de “convergencia en
crecimiento” (crecimiento en el PIB), que basicamente indica que
en el largo plazo, todos los paises tienden a crecer a la misma

tasa® (y la brecha entre sus productos serda menor). Suponga que el
crecimiento de cualquier economia depende de su nivel de

roducto Y de la forma f(Y) = ——. ;Por qué se justificaria esta
p f gvy erd j

hipétesis de convergencia en crecimiento?

Solucion 16

Porque a medida que el nivel del producto crece, el crecimiento de
este producto es cada vez menor. En el limite, un pais con un PIB
arbitrariamente grande simplemente no crecera, de modo que los
paises mas pequenos, que si tienen crecimiento positivo, lo van a
alcanzar, esto es, van a converger.

5Mas adelante veremos cémo calcular estas tasas de crecimiento.
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Cambio de Variable (cont.)

Utilizando limites infinitos y en el infinito se pueden hacer cambios
de variables muy tiles.

1
En la Proposicién 9, indicamos que lin(} (1+y)? =e. Con un cambio
y—>
de variable se puede obtener una versién alternativa de este limite...
Proposicion 12

1 X
lim (1+— =e

X—00

Demostracion.
Sea x = ;, de modo que y —» 0 = x — co. Reemplazando esto en la

X
Proposicion 9 se obtiene lim (1 + —) =e. O
xX—00 X

Propuesto 13

Mostrar que lo anterior también se cumple cuando x — —oo.
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Graficos: Limites Especiales

Figura 12: Proposicién 9

4 1f)

S

fl) = (1+2)%

X
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Graficos: Limites Especiales

Figura 13: Proposicién 10

4 1f)
2 1
f) = In(1+x)
‘ X
-1 1 2 3 4
_2 €L
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Graficos: Limites Especiales

Figura 14: Proposicién 11

4 | flo) fo) = expx)—1
X
2 i
-2 -1 1 2 3 4
ol
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Graficos: Limites Especiales

Figura 15: Proposicién 12

[ @)
3 1
1 X
= 1 _
2] foy=|1+ x)
1 1
‘ ‘ ‘ d
-15 -10 -5 5 10 15 20
-1+t
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Aplicacion: Interés Compuesto

Ejemplo 17

Suponga que se le ofrece un proyecto de inversién que paga una
tasa anual igual a r. Se le permite capitalizar de manera
compuesta esta inversion n veces (las que usted quiera), de modo
que en cada uno de los n periodos se obtiene una rentabilidad de
r/n. Uno podria pensar que al aumentar n indefinidamente se
pueden obtener ganancias arbitrariamente grandes, pues el
interés compuesto se capitalizaria de manera exponencial. Sin
embargo, la institucion que le ofrece esta inversion no esta
preocupada por que haga tender n a infinito. ;Por qué?

Solucién 17
r\n
No le preocupa porque lim (1 + —) converge...
n—oo n

—_ o

rnilr
lim (1+£)n: lim (1+i)
n—oo n n—oo nlr
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Asintotas Horizontales
Definicién 9

y =L es una asintota horizontal de f(x) si se cumple que J}H& fley=L
o bien xErpmf(x) =L.

Figura 16: Asintota horizontal
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Asintotas Horizontales (cont.)

Estas asintotas horizontales pueden ser miltiples (dos):

Figura 17: Mdltiples asintotas horizontales

i~

Ly

L

;Por qué no pueden ser mas de dos?
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Ejemplo: Asintotas Horizontales

Ejemplo 18

2+1
Obtenga las asintotas horizontales de la funcién f(x) = X

Grafique.

Solucién 18
}1}2) fley=1y xlj{nwf(x) = -1 (gpor qué?), por lo que las asintotas son
y1=1eys=-1. El grafico es equivalente al de la Figura 17.
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Asintotas Verticales
Definiciéon 10

x =k es una asintota vertical de f(x) si se cumple que lin]% flx)=co 0
xX—

bien lim f(x) = —oo.
x—k

Figura 18: Asintota vertical

flx)

A

k
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Asintotas Verticales (cont.)

Estas asintotas verticales también pueden ser multiples (dos o més):

Figura 19: Multiples asintotas verticales

flx)
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Ejemplo: Asintotas Verticales

Ejemplo 19

2
x2-4"

Obtenga todas las asintotas de la funcién flx) = Grafique.

Soluciéon 19
,}H& flx) = xEIpmf(x) =1, por lo que y =1 es la tnica asintota

horizontal. Por dltimo, la funcién diverge cuando x — 2 y cuando
x — =2, por lo que x1 =2 y x9 = —2 son ambas asintotas verticales.

Figura 20: Asintotas verticales y horizontales

k yical

2 4




Asintotas Oblicuas
Definiciéon 11

£) =mx+n es una asintota oblicua de f(x) si se cumple que
lim flx) -g(x) =0 o bien lim f(x) -g(x) = 0.

Figura 21: Asintota oblicua

5 T
gx)=x+4
15 -10 ‘ 5
-5 1 x2
flx) = 4

60 =10+



Asintotas Oblicuas (cont.)

Estas asintotas oblicuas pueden ser multiples (dos):

Figura 22: Multiples asintotas oblicuas

10 1
2

1

f(x):x + x|+
5 i

galx) =x-1
-15 -10 -5 5 10 15
g1w)=x+1

-10*

;Por qué no pueden ser mads de dos?
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Algebra: Asintotas Oblicuas

En base a la Definicion 11, sabemos que se debe cumplir que si g(x)
es la asintota oblicua de f(x), entonces lilp flx)—g) =

Luego, si la asintota existe, se cumple que hm }% - é% 0.
x—+o00
Pero sabemos que lim 8w _ lim 72 _
xX—*oo X X— oo X
) . . .
Por lo tanto, xhl}l —~ - siempre que la asintota exista.

Finalmente, tras computar m sabemos que xlir+n flx) — (mx +n) =

<~ |n= lim flx)-
xX—+oo

Con m y n computados podemos determinar g(x).
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Ejemplo: Asintotas Oblicuas

Ejemplo 20
X
(1 + 1 +2x2
Obtenga la asintota oblicua de la funcién f(x) = +
Solucion 20
Sea g(x) = mx +n la asintota oblicua.
f@ _ o @ B
Notamos que lim — = — =2, de modo que m =2.

xX—00 X x—»—oo

Por dltimo, 3}1}{)10 flx)—2x = hm f(x) x =0, por lo que n =0.
Asi, gx) =2x es la asmtota obhcua
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MobuLo 7
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Sin Levantar el Lapiz

Anteriormente comentamos la existencia de funciones que “se pue-
den dibujar sin levantar el 1apiz”.

Una de las ventajas de estas funciones es que el cdlculo de cualquier
limite en su dominio se podia obtener simplemente reemplazando el
argumento de la funcién por el valor hacia el cual tiende la variable
independiente en el limite que se desea calcular.

Dicho de otro modo, en estas funciones se cumple que

lim flx) =f(k).
x—k
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Definicion de Continuidad

Definicién 12
Una funcién f(x) se dice continua en x = k si se cumple que
k €Dom f (i.e. la funcién esta definida en k) y ademas

lim flx) =f(k).
x—k

Definicion 13
Una funcién f(x) se dice continua en el intervalo [a,b] si es
continua en cualquier % € [a, b].

Las funciones continuas son justamente aquellas que “se pueden
dibujar sin levantar el lapiz”, esto es, son funciones que no tienen
“hoyos” ni “saltos”.

Otra forma de interpretarlas es como funciones en las cuales peque-
fios cambios en el argumento generan pequerios cambios en el valor
de la funcion.

Una funcién que no cumple esto se dice discontinua.
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Grafico: Continuidad

Figura 23: Funciones Continuas en R

fle)

i)
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Grafico: Discontinuidad

Figura 24: Funciones Discontinuas en R

[ feo) /
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Propiedades de Funciones Continuas

Proposicién 13

La suma o resta de dos funciones continuas es también una funcién
continua. Esto es, si 'y g son continuas, entonces f+g también es
continua.

Proposicién 14

El producto de dos funciones continuas es también una funcion
continua. Esto es, si fy g son continuas, entonces f-g también es
continua.

Proposiciéon 15
El cociente entre dos funciones continuas es también una funcién
continua si la funcién divisora es no nula. Esto es, si fy g son

continuas, entonces § también es continua si g # 0.
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Funciones Continuas

Hay funciones “tipicas” que son continuas en su dominio.

o Constantes: f(x) =c.

n .
Polinomios: fx) = )_ a;x’.
=0

Raices: fix) = Vx.

o Logaritmos: f(x) =1log, x.

« Exponenciales: f(x) =a”.
Juntando esto con la Proposicién 16 podemos determinar facilmente
c6mo son la mayoria de las funciones continuas:
Proposicién 16
Sean f:X—Yyg:Y— Z dos funciones continuas. Entonces gof
también es una funcion continua. Esto es, la composicién de

funciones continuas también es una funcion continua siempre y
cuando los dominios y codominios sean compatibles.
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Ejemplo: Composicion de Continuas

Ejemplo 21

Sea f(x) un polinomio y sea g(x) = Inx una funcién logaritmica.
Entonces f(g(x)) es continua en el dominio de g, pero g(f(x)) no es
continua en el dominio de f. Comente.

Solucién 21

Incierto. En efecto, tanto f como g son funciones continuas en sus
dominios, donde el dominio de fes Ry el de g es R... La primera
afirmacién del comente es verdadera, pues como g toma valores en
los reales, siempre se puede componer g en fy obtener una funcién
continua por la Proposiciéon 16. Sin embargo, la segunda
afirmacion se cumple si y sélo si el recorrido de f no es siempre
pos1t1vo En caso de que el recorrido de f sea siempre positivo (e.g.
fx) =x2 +x+ 1) no se cumple la afirmacién, pues g(f(x)) si seria
continua en el dominio de f.
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Grafico: Composicion de Continuas

Figura 25: Composicion Compatible de Funciones Continuas
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Grafico: Composicion de Continuas

Figura 26: Composicion Incompatible de Funciones Continuas

f)
4,
2,,
a—
X
4 -2 [ 2 4
\ s"
=
| |
4 ‘
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Violaciones de Continuidad

1
En el Ejemplo 14 vimos que si fx) = —, entonces 111(1)1 flx) = +oo,
X x—0%
111(1)1 flx) = —co y comentamos que f(x) no estaba definida en x = 0.
e
Luego, f(x) de ninguna manera puede ser continua en x = 0, pues
sus limites laterales son distintos (i.e. 2 lir% flx).
o
Sin embargo, pueden existir funciones que tengan un limite bien
definido en un punto y aun asi no sean continuas.
24
Este es el caso del Ejemplo 6, donde linr21 3;—2 =4. Sin embargo,
9 x—
2
x“ -4

x—2
no es continua en x = 2. Esto también se aprecia en la Figura 7.

x = 2 no es parte del dominio de la funcién. Por lo tanto, f(x) =
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Aplicacion: Costos de Ajuste

Ejemplo 22

Una firma tiene un stock de capital K; en el periodo ¢. Si desea
alcanzar un stock K;,1 en el periodo ¢+ 1, entonces debe invertir
I, = K;,1 — K;. Sin embargo, si K;,1 # K}, esto es, si I; # 0, entonces
debe pagar un costo fijo de ajuste de ¢ unidades monetarias (por
ejemplo, porque tiene que pagar un costo de transporte). Si I; =0,
entonces el costo de ajustarse es cero. ;Es la funcién de costos de
ajuste continua en todo su dominio?

Solucion 22 0 Sil-0
_ S11y=
No lo es. Sea f;) = {c sil, 20

pesar de que Ilin%) fuy) =c, f(0)=0+#c, por lo que la funcién no es
—

la funcién de costos de ajuste. A

continua en I; = 0.
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Aplicacion: Impuestos Continuos

Propuesto 14

Para calcular el Impuesto Global Complementario, se toma la
renta anual (3) de cada individuo en UTA (unidades tributarias
anuales), se pondera por el factor (4) que corresponde segin su
tramo de ingreso (2) y luego se rebaja (resta) el monto
correspondiente (5). En la Tabla 2 (extraido del SII) se muestra la
escala, donde falta el factor que corresponde al tramo 3.

Tabla 2: Escala de tasas del Impuesto Global Complementario

N° DE RENTA IMPONIBLE CANTIDAD A REBAJAR (SIN CREDITO DEL
VIGENCIA TRAMOS ANUAL DESDE HASTA FACTOR 10% DE 1 UTA, DEROGADO)
=il 2 =) -4 )
1 0,0UTAa 13,5UTA Exento
2 13,5"a30" 4% 0,54 UTA
3 30"a50" 1,74"
RIGE A CONTAR DEL ANO 4 50"a70" 13,5% 4,49"
TRIBUTARIO 2014 5 70"a9%0" 23% 11,14"
6 90"a120" 30,4% 17,80"
7 120"a 150" 35,5% 23,92"
8 150"y MAS 40% 30,67 "

NOTA: Para convertir la tabla a pesos ($) basta con multiplicar los valores anotados en las columnas (3) y (5) por
el valor de la UTA del mes respectivo.

Calcule el parametro del tramo 3, para que la funcién sea continua
(why?) con el tramo anterior (2) y el siguiente (4). Justifique.
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Ejercicio Avanzado

Propuesto 15

Encuentre los valores de a y b para los cuales f(x) es continua en R.

expx)—1

h’l(%{—+x) six>0

flx) = A six=0
1 .

—- six<0

;Qué ocurre si la funcién se redefine de la siguiente manera?

% Six>0
In(1+x)
a .
fle) = 5 six=0
1 six<O0
ax+b *
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Continuidad Reparable
Definicion 14

Una funcién f(x) discontinua en x =% se dice reparable si y sélo si
se cumple que lilllea fle) = lir}? flx). Esto es, sila discontinuidad se
x—k~ x—k*

originé porque f(k) # lim fix) = lim f(x).
x—k~ x—k*

Para reparar la funcién, basta con imponer que f(k) = lin]: flx).
x—»

Ejemplo 23
2

Muestre que la funcién f(x) = X tiene una discontinuidad

reparable (apdyese en la Figura_7), pero que la discontinuidad de

g) = IJ;_I no es reparable (apdyese en la Figura 9).

Solucién 23
Notamos que lig[ fle) = 11151 flx) =4, por lo que la funcién reparada
x— x—27
x?-4

esfu)={ y_g Si¥72

4 six=2
111’51+ g) =1, por lo que la discongiéluidad no es reparable.
xX—

. Por otro lado, liI(I)l gx) =-1, distinto a
s



Proposiciones Adicionales

Proposiciéon 17

Sea f continua en un punto k con f(k) # 0. Entonces existe una
vecindad de radio § (ver Definicion 6) en torno a k tal que

Vx e (k—6,k+0), el signo de f(x) es igual al de f(k), esto es, fx)f(k) > 0.

La Proposicién 17 se conoce como “Conservaciéon Local del Signo”.

Proposicién 18

Sea f continua en el intervalo [a,b], con fla)f(b) <0, esto es, con
signos contrarios al evaluar en ambos extremos. Entonces existe al
menos un c € (a,b) tal que f(c) = 0.

La Proposicién 18 se conoce como “Teorema de Bolzano”®.

6Este (potente) resultado lo utilizaremos mas adelante.

79



Unidad 2

Unidad 2
Moédulo 8
Moédulo 9
Moédulo 10
Moédulo 11
Moédulo 12
Moédulo 13
Moédulo 14
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MobpuLo 8
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Recordatorio: Tasas de Cambio

En la Definicién 3, particularmente en la ecuacion (2) planteamos
que una tasa de cambio promedio para una funcién f en el intervalo
[x,x+A] es

Ay _ fle+Ax) - flv)

Ax Ax '
Ademas, en la Figura 2 vimos que esta tasa de cambio promedio
puede ser interpretada como la pendiente de la recta secante que
pasa por los puntos (x,f(x)) y (x+A,flx+A)).
Sin embargo, en las Figuras 3 y 4 vimos c6mo al utilizar intervalos
muy amplios podiamos dejar de capturar, por ejemplo, si la funcién
es creciente o decreciente al rededor de algian valor x.
En efecto, seria interesante saber qué pasa con la tasa de cambio
promedio cuando el intervalo se hace arbitrariamente pequerio.

82



Tasas en Intervalos Pequeiios

Figura 27: Tasa de Cambio Promedio en Distintos Intervalos

10

1fx)

x) = 2571
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Limite de la Tasa de Cambio

Considerar un intervalo arbitrariamente pequefio a la hora de cal-
cular una tasa de cambio promedio es lo mismo que calcular

lim fle+ Ax) — flx) _
Ax—0 Ax

Cuando la amplitud del intervalo tiende a cero, se deja de llamar
tasa (o razén) de cambio promedio y se utiliza el concepto de tasa (o
razoén) de cambio instantdnea.

A diferencia de una tasa de cambio promedio, la tasa de cambio
instantanea no corresponde a la pendiente de una recta secante,
sino que equivale a la pendiente de la recta tangente a la funcién f(x)
en el punto (x,f(x)).

Para acortar esto dltimo, se suele afirmar que la tasa de cambio
instantanea equivale a la pendiente de la funcién f(x) en x (en vez
de hablar de la pendiente de la recta tangente).
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Definicion de Derivada

TODO lo de la diapositiva anterior lo vamos a condensar en una
Unica definicién...
Definicion 15

La derivada de una funcién y = f(x) es

AR (G50 by ()
dx  Ax—0 Ax ’

siempre y cuando dicho limite exista.

Importante:
Ay L9,
"ax 7 dx
« La notacién de Leibniz (dy/dx) es sélo eso... notacién.
dy df(x) _df . _df _ e _
© oY = = 73 @ = 7 = Dsf) = Dof = Dftx) = Df.

e La derivada de una func1on, es otra funcién (caso exista).
« Por lo tanto, la derivada se puede evaluar en distintos puntos.
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Algebra: Derivada de una Cuadratica

Ejemplo 24
Obtenga la derivada de la funcién f(x) = (x — 1)2 utilizando la
definicion de derivada (Definicién 15).

Soluciéon 24
Utilizando la Definicién 15, tenemos que

dy .. @+Ax-1)2-@x-1)2
— = lim
dx Ax—0 Ax
~ lim x% + (M) + 1+ 20Ax — 20— 20 —x? + 2x — 1
T AY—0 Ax
(A2 + 2xAx—2A
= lim
Ax—0 Ax
= lim Ax+2x-2
Ax—0
=2x-2.
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Grafico: Derivada de una Cuadratica

Figura 28: Derivada de una Funcién Cuadratica

flx)

fl) = (x— 1)

10 |
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JContinuidad Implica Derivabilidad?

Si una funcion es continua en un punto, s derivable en ese punto?
iNO!

Contraejemplo: f(x) = |x|

Propuesto 16

Analice la continuidad y derivabilidad de la funcién f(x) = |x| en
todo su dominio (ponga atencién en x = 0).
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Grafico: Funcion Continua No Derivable

Figura 29: Funcién No Derivable

| f)

f) = |x|
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JContinuidad Implica Derivabilidad?

Al revés: Si una funcion es derivable en un punto, s continua en
ese punto?

iSI!

Proposicién 19

Sea f(x) una funcién derivable en x = k. Entonces, f(x) es continua
enx=k.

Demostracion.

PD: 3f (k) = lin% fx) =flk) = lin}: fx)—fk) =0.

flx) - flk)
x—Fk

En efecto, lim f(x)—flk) = lim (x— k).
x—k x—k

Sea h=x—-k, de modo que x -k = h — 0.
(h).

Luego, se tiene que el limite es equivalente a lim w .

h—0 h
Pero el limite de la fraccion corresponde a f (k)! Como esta
derivada existe (por hipdétesis), el limite del producto es el producto
de los limites, esto es, f'(k)-0=0. O
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Derivadas Tipicas

Proposicién 20

La derivada de f(x) =x" para cualquier n€Res f (x) = nx1,

Demostracion.
Utilizando la Definicion 15 tenemos que, si existe, la derivada de
flx) es
_ n_.n

lim flc+h)—fx) ~ lim x+h)" -x .
h—0 h h—0 h
Por el Binomio de Newton, sabemos que (x+h)" = ZZ:O CZx"’khk
para cualquier n € N. Luego, el limite es
. fle+h)—flw) o x"+nx® A+ rnxh L+ R — X0
lim = lim
) h =0 h

= limnx" 1+ h(.) =na L.

h—0

Acto de fe: esto se cumple en todos los R.

/Qué ocurre cuando n=0? zy cuando n =0,5?
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Derivadas Tipicas (cont.)

Proposiciéon 21
La derivada de f(x) =e* es f (x) =e*.

Demostracion.
Utilizando la Definicion 15 tenemos que, si existe, la derivada de

flx) es

lim fe+h) —flx) _ lim

exp(x +h) —expx) expth) -1
h—0 h h—0 h '

=1
fig exp ="

El primer término del limite (el factor comiin) es invariante en h, de
modo que puede “salir como constante”. El resto es un limite
conocido (Proposicién 11)...

Por lo tanto, f (x) = e*. O]
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Derivadas Tipicas (cont.’)

Proposiciéon 22
La derivada de fix) =In(x) es f (x) = alc

Demostracion.
Utilizando la Definicién 15 tenemos que, si existe, la derivada de
flx) es

h
. fa+h)-fx) .. In@x+h)-InE) ln(1+ E)
lim = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

Notamos que podemos reescribir la expresion dentro del limite
In|1+ }—l 1

x h\k h\k ] L
como — = In{1+ < In{1+ < . Asi, tenemos un limite

conocido (Proposicién 9) “elevado a una constante” y con un
logaritmo aplicado...

Por lo tanto, f'(x) = alc O

x, 1
X
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Propuestos: Derivadas Tipicas

Sea a eR.

Propuesto 17

Encuentre la derivada de f(x) = ax".

Propuesto 18

Encuentre la derivada de f(x) = e?*.

Propuesto 19

Encuentre la derivada de f(x) =log, x, con 0 <a # 1.

Propuesto 20

Encuentre la derivada de f(x) = ¥x, con a € N.
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Intuicion: Aproximacion Afin

Sabemos que (€*)' = e*, esto es, la pendiente de esta funcién expo-
nencial en cualquier punto corresponde simplemente al valor que
toma la funcién en dicho punto. En efecto, la recta tangente a es-
ta funcion cuando x = 0 sera x+ 1, esto es, e* y x+ 1 se comportan
parecido cuando x estd en una vecindad de 07.

Note que podemos hacer un ejercicio similar con cualquier funcion,

no solo con esta exponencial. En efecto, la recta tangente a Inx en
X —X0

xq es +1Inxg. Sixg =1, esta es simplemente x — 1.

7Més adelante veremos en detalle c6mo podemos aproximar una funcién usando
derivadas.
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Grafico: Aproximacion Afin

Figura 30: Aproximacién de e* y Inx

y fx) = exp(x)

x+1
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Algebra: Aproximacion Afin

Las aproximaciones afines que observamos anteriormente claramen-
te “lo hacen mejor” cuando x — xy...
+h) -
En efecto, tomando la definicién de derivada f' (x) = }llin(l) w,
podemos definir & =x —x(, de modo que h — 0 = x — x.
+ p— a—
La derivada ahora es f (x) = lim w.
xX=X0 X —X0
Olvidémonos (informalmente) del limite, pero tengamos en mente
que x se acerca mucho a xq. Asi, despejamos f(x) = f (xg) (x—x¢) +/(x0).
Esto es exactamente lo mismo que calcular la ecuacion de la recta
con pendiente f (xg) que pasa por el punto (xg,flxg)).

Definiciéon 16
Si es que existe, la recta g(x) =f (xg) (x —x9) + flxo) es la mejor
aproximacion afin de la funcién f(x) en torno a x = x;.
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Ejemplo: Aproximacion Afin

Ejemplo 25
Obtenga la ecuacién de la recta tangente a la funcion flx) = v«
cuando x = 4.

Solucién 25 )
La derivada de la funcion es =—.
iv unci f @) VR
1
Luego, f(4) = 1
Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente es

(x—4) X
4 +2—Z+1.

gx) =
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Propiedades de las Derivadas

Proposiciéon 23
Sea flx) una funcién derivable y a € R. Entonces la derivada de la

funcion ponderada equivale a la ponderada de la funcién derivada.
Estoes, [a-fx)] =a-f x).

Proposicién 24

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. Entonces la derivada de
la suma (o resta) de ambas funciones equivale a la suma (o resta)
de las derivadas de las funciones. Esto es, [flx) +gx)] =f (x) +g' ).

Proposiciéon 25
Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. Entonces la derivada del
producto de ambas funciones es [flx)-gx)] =f (x)-gx) +flx) - g’ ).

Proposicién 26

Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables. Entonces la derivada del
fo) ] _fw) g —f)-g'x)
g(x) [g(x)]2 '
100
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Ejercitacion: Derivadas

Propuesto 21

Obtenga 1as derivadas de las siguientes funciones:
1 —
flx) = ( )

2. gx) = xexp(x) Inx.

3. hit) = Y((?) donde Y(#) y N(#) son funciones positivas,

,con m,n €R.

crecientes y derivables que dependen de ¢.

Aplicacion: Imagine que h(t) es el PIB per cdpita de un pais (o
las ventas por trabajador, productividad media de una central
de sistemas de informacion, errores contables sobre estados de
resultado, etc.) en el periodo t. ;Qué puede concluir?
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Derivada de una Funcién Compuesta

Proposiciéon 27
Siy=f(2)y z=gx), siendo ambas funciones diferenciables, entonces
la derivada de y respecto a x es

dy _dy dz

dx  dz dx’
Esto se llama la regla de la cadena.
Demostracion.
Prueba informal:

. flex+h) -flgx)
li =1
(o= Jim T
, 1 . flele+h)-flgk) h
= feg) 7 = Him ) 2x+h) -g@

. flele+h)-flgl)
= Jim g+ h) —g@) =fg.
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Ejercicios: Regla de l1a Cadena

Propuesto 22

Derive f(x) = [u)]”, donde u es diferenciable y n € R.

Propuesto 23

Derive g(x) = exp[u(x)], donde u es diferenciable.

Propuesto 24

Derive A(x) =In[u(x)], donde u es diferenciable.

Propuesto 25
Derive i(x) = vu(x), donde u es diferenciable.

Propuesto 26

Demuestre la regla de la derivada de un cociente (Proposicién 26)
utilizando la regla de la derivada de un producto (Proposicién 25) y
la regla de la cadena (Proposicién 27).

Propuesto 27

Aplicacion: Demuestre que la elasticidad-precio de la demanda es

In@

simplemente TP
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Derivada de una Derivada

Vimos que la derivada de una funcién es otra funcién...
Luego, jpodra esta nueva funcion ser derivable? En general, si.
Si derivamos la derivada de una funcién f(x), llamaremos al resulta-

do, caso exista, la segunda derivada de f(x) y la denotaremos por
2

f'x) o ;i—z(x) (ojo con la notacién).
X

Similarmente, existe la posibilidad de computar una tercera deri-
vada, o una cuarta, o una n-ésima.

Asi, a las derivadas de orden mayor a uno (dos, tres, cuatro, etc.) se
les llaman derivadas de orden superior.

Ejemplo 26
Obtenga la segunda derivada de la funcién f(x) = exp(ax), con a € R.

Solucién 26

La segunda derivada de una funcién es simplemente la derivada
de la derivada de la funcién. En este caso tenemos que
f (@) = aexp(ax). Luego, la segunda derivada es f’(x) = a? exp(ax).
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Ejercicios: Derivadas de Orden Superior

Propuesto 28
Obtenga la n-ésima derivada de la funcién anterior (f(x) = exp(ax)).
Repita el ejercicio con la funcién g(x) = Inx.

Propuesto 29

:Se le ocurre alguna funcion que no sea infinitamente derivable?
Esto es, alguna funcién que tras alguna cantidad finita de
derivadas de como resultado otra funcién que no es derivable en
todo su dominio.
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Regla de la Funciéon Inversa

Proposicién 28
Sea y =g(x) una funcioén, cuya inversa es f, de modo que f(y) =x. Si
ambas funciones son derivables, entonces

1

FO=don

Demostracion.
Como fy g son inversas entre si, se da que f(g(x)) = x.
Podemos derivar esto (why?) para obtener f (g(x))g'(x) = 1.
1
Pero lo anterior implica que f'(g(x)) = ——, que es equivalente a lo

g' )
que queremos demostrar. ]

Propuesto 30

Demuestre que (xz), =2x utilizando la regla de la funcién inversa.
Acote el dominio a los x > 0.
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Dependencia Implicita

Hasta ahora hemos trabajado con variables dependientes que de-
penden explicitamente de una variable independiente, i.e. y = f(x).
Sin embargo, podriamos estar interesados en trabajar con variables
dependientes que dependen de manera implicita de otra variable.
Por ejemplo, tomemos la relacién definida por x2 +y2 = 4 con y > 0.
En esta ecuacion, y depende implicitamente de x.

Figura 31: Grafico de 2% +y2 =4 (con y > 0)

y




Derivacion Implicita

Siguiendo con el mismo ejemplo, podemos estar interesados en cal-
cular la derivada de esta funcién.

Una forma de hacer esto es despejando y para que dependa expli-
citamente de x y calcular la derivada como en cualquier otro caso,

X
V4 —x2
ble dependiente no es siempre tan trivial, por lo que puede ser mas
cémodo derivar implicitamente.

obteniendo como resultado . Sin embargo, despejar la varia-

Ejemplo 27

Derive implicitamente x2 +y2 = 4 respecto a x.

Solucion 27

Utilizando la regla de la cadena y las derivadas conocidas tenemos
que la derivada es 2x + 2y -y’ = 0. Notar como al derivar el término
y2 respecto a x se aplica la regla de la cad;:na, pues y depende de x.

Por lo tanto, al despejar y' tenemos y’ = 5

sPodemos dejar el resultado dependiendo de y? ;Son equivalentes los
resultados de la derivacién implicita y la derivacién explicita?
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Ejercicios: Derivacion Implicita

Propuesto 31

Derive implicitamente Iny +x2 = 8.

Propuesto 32

Obtenga la derivada de x* utilizando derivacién implicita.
HINT: Puede ser tutil partir el ejercicio aplicando un logaritmo
sobre una relacion.

Propuesto 33
Obtenga implicitamente la segunda derivada de y del Ejemplo 27.

110



Moburo 11

111



Aproximaciones a una Funciéon

Anteriormente vimos que a partir de la definicién de derivada pode-
mos obtener una expresién para la mejor aproximacién afin a una
funcién al rededor de un punto...

En general, cuando nos enfrentamos a una funcién derivable, tene-
mos la opcion de realizar una aproximacion polinémica a esta (en
efecto, la aproximacién afin es un caso particular).

Asi, teniendo una funcién diferenciable f(x), un punto xy al rededor
del cual haremos la aproximacién y un grado n para el polinomio que
queramos, podemos establecer una funcién polinémica de grado n
que se parece mucho a f en torno a x.

A estas funciones polinémicas que se aproximan a otra funcién las
llamaremos Series (o Aproximaciones o Expansiones o Polinomios)
de Taylor.
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Grafico: Aproximaciones a una Funcion

Figura 32: Aproximaciones a v/x en torno a 1

y
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g
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Aproximacion de Taylor

Definicion 17
Una Aproximacién de Taylor de grado n en torno a xy es un
polinomio tal que si se aproxima la funcién f(x) se cumple que

L |
f) = flg) + Y. =P o) e —x0)".
i k!
Asi, una aproximacién de primer grado es f(xg) +/ (xg) (x—xg), una de

segundo grado se parece a f(xg) +f (xg) (x—xg) + if’(xo)(x—xo)z, una de

1 1
tercer grado seria flxg) +f (xo) (x—xq) + 5}‘" (o) Cc—2x0) 2 + Ef” (x0) (x—20)3,
etc.
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Errores de Aproximacion

Claramente, una aproximaciéon no tiene por qué ser exacta, pues
perfectamente puede existir un error de aproximacion.
Este error va a corresponder a la diferencia entre la funcién verda-
dera y el polinomio que la aproxima.
Si denotamos este error por ¢, entonces tenemos que
To1
f) =fuo) + Y, +f* o) —xo)" + e
k=17

/Qué pasa si se evalia la funcién f(x) en x =xo?
/Qué pasa si la funcion f(x) es un polinomio?
;Para qué nos podria servir esto?

115



Aplicacion: Aproximando Irracionales

Ejemplo 28

Aproxime el valor de e®! con un Polinomio de Taylor de segundo
orden.

HINT: Piense que f(x) =e* y elija algin valor conveniente de x.

Solucién 28

Partimos eligiendo xy = 0 por dos razones:
1. conocemos el valor de flxg) y
2. es un valor cercano a x =0,1.

Luego, calculamos las primeras dos derivadas de la funcién (por
tratarse de una aproximacién de segundo orden): f (x) =" (x) =e*.
Por 1ltimo, sélo debemos reemplazar lo que tenemos en la
expresion de una Aproximacién de Taylor de segundo grado:

1
fx) = f10) +£(0)(x — 0) + §f’(0) (x—0)2

= f(0,L1)~1+1-0,1+ %0,12 =1,105~=1,10517091808.
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Series de Maclaurin

Definicion 18

Una Serie de Maclaurin es una Serie de Taylor en torno a xy = 0.

Propuesto 34

Obtenga la Serie de Maclaurin de grado 2 de la funcién
fao)=(1-x)"1. ;Coémo seria la serie de grado n?

Propuesto 35

Obtenga la Serie de Maclaurin de grado 2 de la funcién g(x) =e*.
;Cémo seria la serie de grado n?
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Aplicacion: Interés Compuesto

Propuesto 36

(Por qué cuando en Chile se calcula la inflacién anual a partir de
las inflaciones mensuales, la gente suele simplemente sumarlas en
vez de utilizar una férmula tipo “interés compuesto”? Puede
hacerse la misma pregunta con un depésito a plazo.

HINT: Suponga que la tasa es constante.
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Regla de L’Hopital

Muchas veces nos vamos a enfrentar a limites cuyo resultado al eva-
luar directamente es de la forma 0/0 o co/oco.

En estas situaciones podemos aplicar la regla de L'Ho6pital, que ba-
sicamente indica que

flx) f @)
lim = lim
x—k X))  x—k 8'(x)
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Teorema de Rolle

Proposicién 29
Sea funa funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que
fla) =f(b). Entonces, existe al menos un c€ (a,b) tal que f(c) =0.

Demostracion.

Prueba informal: Suponga que f no es una funcién constante (si lo
fuera, su derivada siempre seria 0).

Luego, existe algiin valor mdaximo mayor que fla) = f(b) o algiin
valor minimo menor que f(a) = f(b) en el intervalo (a,b).

Pero como f es continua, la derivada a la izquierda de un madaximo
debe ser no negativa y a la derecha del maximo debe ser no
negativa. La tinica forma de que se alcance el mdaximo es que en ese
punto la derivada sea 0 (ver Figura 33). La explicacion es andloga
para el caso de un valor minimo.

Esto se puede justificar mds formalmente utilizando la Proposicion
18. O
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Grafico: Teorema de Rolle

Figura 33: Teorema de Rolle

Yy
3|
2 f@2)=0
17 fa)=-(x-2)2
X
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Teorema del Valor Medio

Es una generalizacion del Teorema de Rolle...

Proposicién 30

Sea funa funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces,
existe al menos un c€ (a,b) tal que f (c) = w.
Demostracion.

La ecuacion de la recta que pasa entre los puntos (a,f(a)) y (b,f(b) es

M( —-a) +fla) (ver Figura 34).

Sea gx) =f(x) —y, de modo que esta funcién es continua en [a,b] y
derivable en (a,b).

Luego, notamos que g(a) =g(), por lo que, por la Proposicion 29,
debe existir algin c € (a,b) tal que g'(c) =0

Pero g'(c)=Ff(c) - m =0, por lo que necesariamente
b
LR :
a
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Grafico: Teorema del Valor Medio

Figura 34: Teorema de Rolle

Y f)=1+xc-1)x-2)pm =2




Aplicacion: Teorema del Valor Medio

Ejemplo 29 Figura 35: PIB de Chile

El PIB chileno era

de 77 mil millones

de délares en 2003,

mientras que en

2013 era de 277 mil

millones de délares.

Considerando que

el PIB es una

funcién continua en

el tiempo, es

imposible que

hayamos tenido una tasa de crecimiento instantanea de 20 mil mi-
llones de ddlares, pues eso superaria nuestro maximo crecimiento
histérico de un 12,3 %. Comente.

Solucion 29

Falso. En algin momento el crecimiento instantaneo fue de
277-"T7

10 =20 mil millones de délares.
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Comportamientos Locales

Anteriormente discutimos cémo podiamos inferir ciertas propieda-
des de una funcién utilizando incrementos (ver Figura 3).

Sin embargo, también vimos que estas propiedades se distorsionan
cuando utilizamos intervalos muy amplios (Figura 4).

Por ultimo, comentamos que cuando utilizabamos derivadas, i.e. in-
tervalos arbitrariamente pequeios, podiamos estar seguros de que
estabamos capturando el correcto comportamiento de la funcién en
un punto (Figura 27).

Particularmente, nos vamos a preocupar de estudiar dos compor-
tamientos locales muy importantes de las funciones: crecimiento y
concavidad.

En base a estas propiedades locales, podremos eventualmente infe-
rir propiedades globales.
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Crecimiento y Decrecimiento Local

Definicion 19

Una funcién derivable f(x) es creciente en x =% si y sé6lo si f (k) = 0.

Definicién 20
Una funcién derivable f(x) es decreciente en x =% si y sélo si
fk)<0.

Definicion 21
Una funcién derivable f(x) es estrictamente creciente en x =k si
y sélo si f'(k) > 0.

Definicién 22

Una funcién derivable f(x) es estrictamente decreciente en x =%
siy sélo sif (k) <O.

Esto implica que toda funcién derivable permea el crecimiento o el
decrecimiento de la recta tangente a ella en cada punto.
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Ejemplo: Crecimiento y Decrecimiento

Ejemplo 30
Determine si la funcién f{x) =x(x — 1)(x — 2) es creciente o
decreciente en los puntos x=-1,x=1yx=3.

Solucién 30

Derivamos la funcién para obtener f (x) = 3x2 — 6x + 2.

Luego, evaluamos en los puntos pedidos, obteniendo f(-1) = 11,
f=-1yf3) =11.

Por lo tanto, f es creciente en —1, decreciente en 1 y creciente en 3.
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Grafico: Crecimiento y Decrecimiento

Figura 36: Crecimiento y Decrecimiento
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Crecimiento en Intervalos

Definicion 23

Una funcién derivable f(x) es creciente (resp. estrictamente
creciente) en el intervalo [a,b] siy s6lo si f (x) =0 (resp. f (x) > 0)
para todo x € [a, b].

Definicion 24

Una funcién derivable f(x) es decreciente (resp. estrictamente
decreciente) en el intervalo [a,b] siy sé6lo si f (x) <0 (resp. f (x) <0)
para todo x € [a, b].

Definicion 25
Una funcién derivable f(x) es globalmente creciente (o bien,
mondétona creciente) si y sélo si f(x) =0 en todo su dominio.

Definicion 26
Una funcién derivable f(x) es globalmente decreciente (o bien,
mondétona decreciente) si y sélo si f(x) <0 en todo su dominio.
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Ejemplo: Crecimiento en Intervalos

Ejemplo 31
Determine el/los intervalo(s) donde la funcién f(x) =3 — 8x% + 3x — 1
es creciente y el/los intervalo(s) donde es decreciente.

Solucién 31

Derivamos la funcién para obtener f(x) = 3x2 -6x+3 =3 —-1)2=0.
Por lo tanto, f es siempre creciente en su dominio, i.e. es una
funcién globalmente creciente.

Propuesto 37

Repita el ejercicio anterior con la funcién del Ejemplo 30.
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Aplicacion: Funciones Moné6tonas

Cuando a una funcion se le compone en una transformacién mo-
noténica (e.g. una funcion globalmente creciente), se mantiene la
ordinalidad de los valores, esto es, si f(x) es una transformacién mo-
noténica, entonces A < B si y sélo si f(A) <f(B).

Ejemplo 32

Considere una firma que debe elegir entre los planes de
produccion A, B y C para decidir como producir. Se sabe que la
firma busca maximizar sus beneficios, sin embargo, no dispone de
la funcién de beneficios 7(y) con y € {A, B, C}, s6lo dispone de los
valores de Inn(y). En base a esto, ;podra determinar cuél es el plan
de produccién que le conviene?

Solucién 32 )
Si, podra. Notamos que f(x) = Inx tiene derivada f (x) = = > 0 en todo

el dominio de la funcién. Por lo tanto, si conoce los valores de In(y)
y puede determinar cuél es el mejor en términos logaritmicos,
entonces también sabe cudl es el mejor sin el logaritmo.
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Recordatorio: Parabolas

Conocemos el concepto de una parabola céncava y una parabola con-
vexa.

En efecto, una parabola definida por la funcién f(x) = ax? + bx +c¢ es
céncava si a <0y es convexa si a > 0.

Notamos que la derivada de esta funcién es f (x) = 2ax+b, que es una
recta creciente si a >0 y es una recta decreciente si a <0...

Si tomamos la segunda derivada de la funcién obtenemos f”’ (x) = 2a,
que sera positiva si a > 0 y sera negativa si a <0.

Esto se da precisamente porque la segunda derivada de una funcién
identifica el crecimiento/decrecimiento de la primera derivada de la
funcién.

Asi, diremos que si la primera derivada es creciente, i.e. la segunda
derivada es positiva, la funcién es convexa. Por otro lado, si la pri-
mera derivada es decreciente, i.e. la segunda derivada es negativa,
diremos que la funcién es céncava.

Esto es valido para cualquier funcién derivable, no solo las parabo-
las.

133



Convexidad de una Funcion Cuadratica

Figura 37: Convexidad de una Funcién Cuadrética

(x)
10 ——f flo) = (x— 1)2
81 £4)=6
6! fx)=2x—2
3)=4
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Concavidad y Convexidad Local

Definicion 27

Una funcién doblemente derivable f(x) es convexaenx=~k siy
sélo si f'(k) = 0.

Definicién 28

Una funcién doblemente derivable f(x) es concavaenx =~k siy
sélo si f'(k) < 0.

Definicién 29
Una funcién doblemente derivable f(x) es estrictamente convexa
enx=~F siy sélosif'(k)>0.

Definicion 30
Una funcién doblemente derivable f(x) es estrictamente céoncava
enx=~F siy sélosif'k) <O0.
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Ejemplo: Concavidad y Convexidad

Ejemplo 33
Determine si la funcién f(x) =x(x— 1)(x — 2) es céncava o convexa en
los puntosx=-1,x=1yx=3.

Solucién 33

Derivamos la funcién dos veces para obtener [’ (x) = 6x — 6.

Luego, evaluamos en los puntos pedidos, obteniendo
fl(-1)=-12<0, " (1)=0yf'(3)=12>0.

Por lo tanto, f es céncava en —1, céncava y convexa en 1y convexa
en 3.
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Concavidad en Intervalos

Definicion 31

Una funcién doblemente derivable f(x) es convexa (resp.
estrictamente convexa) en el intervalo [a,b] siy sélo si f/(x) =0
(resp. f'(x) > 0) para todo x € [a, b].

Definicion 32

Una funcién doblemente derivable f(x) es cncava (resp.
estrictamente céncava) en el intervalo [a,b] siy sélo si f/(x) <0
(resp. ' (x) < 0) para todo x € [a, b].

Definicion 33
Una funcién doblemente derivable f(x) es globalmente convexa si y
sélo si f'(x) = 0 en todo su dominio.

Definicion 34
Una funcién doblemente derivable f(x) es globalmente céncava si y
sélo si f’(x) =0 en todo su dominio.
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Ejemplo: Concavidad en Intervalos

Ejemplo 34
Determine el/los intervalo(s) donde la funcién f(x) =x3 — 3x% + 3x — 1
es concava y el/los intervalo(s) donde es convexa.

Solucién 34

Derivamos la funcién dos veces para obtener [’ (x) = 6x — 6.

Para que ' <0, se tiene que dar que x <1y para que f’ =0 se tiene
que dar que x = 1.

Por lo tanto, f es céncava en el intervalo (—co,1] y es convexa en el
intervalo [1,00).

Propuesto 38

Repita el ejercicio anterior con la funcién del Ejemplo 33.
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Aplicacion: Rendimientos Decrecientes

En general, cuando se dice que una funcién (e.g. una funcién de
produccion) tiene rendimientos marginales decrecientes, es porque
la funcién es concava. La idea de hablar de rendimientos marginales
decrecientes es que el efecto de incrementar en una unidad marginal
el argumento se vuelve cada vez menor, i.e. cada vez rinde menos.
Por ejemplo, en una funcién de produccién, se dice que hay rendi-
mientos marginales decrecientes al factor si la derivada de la fun-
cién respecto a este factor es decreciente, i.e. si la segunda derivada
de la funcién de produccién es negativa.

Anéalogamente, si la segunda derivada es positiva, se dice que la
funcién tiene rendimientos crecientes.

Ejemplo 35

Determine si la funcién f(x) = v/In(x + 1) tiene rendimientos
decrecientes.

Solucién 35
Si, pues la segunda derivada es negativa en todo el dominio.
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Ejercicios: Crecimiento y Concavidad

Propuesto 39

Analice el crecimiento y la concavidad de las siguientes funciones
en todo el dominio:

1. f)=vx—=x
2. g(x):ln(g%)

3. h(x) = exp (-x?)
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Extra: Concavidad y Convexidad

Definicion 35
Sean x1 y x9 dos valores y sea 1€ (0,1). Una combinacion convexa
entre x1 y xo se define como Ax1 + (1 - A)xs.

Definicién 36

Una funcién es estrictamente convexa en un intervalo si cualquier
combinacién convexa de dos valores de la funcién evaluada en
argumentos en el intervalo est4 siempre por sobre el valor de la
funcién evaluada en la combinacién convexa de los argumentos
anteriores. Esto es f(x) es estrictamente convexa en [a,b], si

VYA€ (0,1) se tiene que para cualquier x1,x9 € [a,b] la siguiente
desigualdad se satisface: f(Ax1 + (1 — A)xg) < Af(x1) + (1 — V)f(xg). Se
dira que la funcién es convexa si la desigualdad no es estricta.

Definicién 37

Analogo para concavidad estricta:
fAx1 + (1 - A)xg) > Afxq) + (1 — V)f(xg). Se dira que la funcién es
concava si la desigualdad no es estricta.
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Convexidad del Valor Absoluto
Ejemplo 36

Demuestre formalmente que la funcién fx) = |x| es siempre
convexa.

Solucién 36

Sean x1 y xo dos nimeros reales y sea 1€ (0,1).

Si planteamos una combinacién convexa de estos valores
tendriamos Ax; + (1 — A)x9, mientras que una combinacién convexa
de la funcién evaluada en x1 y x9 seria Alxq|+ (1 - A)|xa].

Ahora bien, como 1 =0, tenemos que

AMxql+ 1 = Dlxgl = [Axq ]+ (1= Dxgl.

Pero por la desigualdad triangular sabemos que

[Ax1]+ (1= Dxgl > [Ax + (1 - D)xal.

Esta es precisamente la definicién de convexidad aplicada a la
funcion fix) = |x|. O

Propuesto 40
Demuestre formalmente que la funcién g(x) = —|x| es siempre
céncava.
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Derivadas Igualadas a Cero

Sabemos que cuando la derivada de una funcién es positiva, es por-
que dicha funcion es creciente y que si esta derivada es negativa, la
funcién es decreciente.

Sin embargo, si la funcién pasé de tener una derivada positiva a
tener una derivada negativa, es porque en algin momento dejé de
crecer y comenz6 a decrecer. En este punto, donde la derivada es 0,
se forma una especie de “monte”.

Similarmente, si la funcién pasé6 de tener una derivada negativa a
una positiva, debi6 dejar de caer para que valor pase a aumentar.
En este punto, donde la derivada también es 0, se forma un valle.
En base a estas ideas, vamos a formalizar el concepto de un maximo
o un minimo local en una funcion. (Notar que, a priori, no podemos
asegurar que una derivada igualada a cero genera los montes o los
valles mencionados anteriormente.)
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Grafico: Derivadas Nulas

Figura 38: Montes y Valles
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Grafico: Derivadas Nulas (cont.)

Figura 39: Derivada Nula sin Monte ni Valle

Y fla) =a®

f(0)=0 ‘ |
0,5 1 15
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Comentario: Derivadas Nulas

Como vimos en las Figuras 38 y 39, no es suficiente encontrar una
derivada nula para identificar un monte o un valle.

En efecto, tenia que darse que la funcién pasara de ser estrictamen-
te creciente a ser estrictamente decreciente, o al revés.

Sin embargo, si la derivada pasé se ser positiva a ser negativa, es
porque la derivada cayé. Pero ya vimos que si la primera derivada
es decreciente, entonces la funcién es céoncava.

Por lo tanto, para que encontremos un monte, es condicién nece-
saria que la primera derivada sea nula, pero ademas necesitamos
una condicién de suficiencia, que es que la segunda derivada sea
negativa.

Anéalogamente, encontraremos un valle si la primera derivada es
nula y la segunda derivada es positiva, pues asi nos aseguramos de
que la funcién tenia pendiente negativa y pasé6 a ser positiva (i.e.
que la primera derivada era creciente).
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Introduccion: Optimizacion

En muchas situaciones nos puede interesar encontrar el valor 6p-
timo de alguna variable. Este valor 6ptimo puede ser un maximo
0 un minimo.

Por ejemplo, podemos estar interesados en minimizar la evasion tri-
butaria o maximizar la cantidad de procesos por segundo de un sis-
tema de informacién, maximizar las utilidades de una firma o mini-
mizar sus emisiones de gases de invernadero. Existe una infinidad
de casos donde podriamos buscar valores 6ptimos.

Un problema de optimizacion consiste en minimizar o maximi-
zar el valor de una variable (dependiente). En otras palabras se tra-
ta de calcular o determinar el valor minimo o el valor méximo de una
funcion flx).

Para ello, debemos determinar el valor de la variable independiente
x que hace que la funcién sea maxima o minima.

Proposiciéon 31
(Extra: Teorema de Bolzano—Weierstrass). Toda funcién continua

en un intervalo cerrado [a,b] alcanza un valor mdximo M en algiin
xp1 € [a,b] y alcanza un valor minimo m en algin x,, € [a,b].
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Optimizacion: Definiciones

Definicion 38

Una funcién derivable f(x) cumple con la condiciéon de primer
orden (CPO) en x =% sif (k) = 0. Esta es una condicién necesaria
para que x = k£ sea un maximo (monte) o minimo (valle) local, pero
no suficiente...

Definiciéon 39

Una funcién derivable f(x) cumple con una condicién de
segundo orden (CSO)enx =~k sif'(k) >0 o0 sif'(k) <0. Estas son
condiciones de suficiencia para alcanzar un 6ptimo local.

Proposiciéon 32

Una funcion doblemente derivable f(x) alcanza un éptimo local en
x =k si y sélo si cumple con la condicién de primer ordenenx="Fky
alguna de las condiciones de segundo orden en el mismo punto. Si
la condicién de segundo orden es positiva, la funcién alcanza un
minimo, mientras que si la condicion de segundo orden es negativa,
la funcién alcanza un mdximo en x = k.
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Ejercicios: Optimizacion

Propuesto 41
Optimice las siguientes funciones e indique si el valor es un
minimo o un maximo:
1. e(x) = exp(4x) — exp(bx)
1 x2
2. flo) = \/7_7: exp (—5)
3. gk)=AkR*-6k cona,6€(0,1)yA>0

4. h(s)=— InGs) e conr>0 (deje expresado)
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Sobre los Valores Optimos

Supongamos que sabemos que una funcién f() tiene un maximo o un
minimo en un intervalo cerrado y acotado I.

El maximo o minimo puede estar en un extremo o en uno de los
puntos interiores de I.

Si estd en un interior, y si f() es derivable, entonces la derivada f'()
es cero en ese punto.

Ademas, esta la posibilidad de que el maximo o minimo esté en un
punto en el que f() no sea derivable, por ejemplo, en un extremo del
intervalo I.

Por lo tanto, los maximos o minimos pueden ser tinicamente de los
tres tipos siguientes:

1. Puntos interiores de I en los que f (x) = 0.
2. Los dos extremos de I (si el intervalo los incluye).

3. Puntos de I en los que no exista f (x).

151



Sobre los Valores Optimos (cont.)

Por lo tanto, cuando se solicite hallar los valores maximos y minimos
de una funcién derivable f() definida en un intervalo [a,b] cerrado y
acotado. Se debe proceder de la siquiente manera:

1. Hallar todos los puntos estacionarios de f() en (a,b).

2. Evaluar f() en los extremos del intervalo (a y b) y en todos sus
puntos estacionarios.

3. El mayor valor de la funcién hallado anteriormente es el valor
méaximo de f() en [a,b] y el menor valor de la funcién hallado es
el valor minimo de f() en [a,b].
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El Problema de una Firma

Supongamos una empresa que produce un cierto bien y quiere ma-
ximizar sus beneficios.
Los ingresos totales generados en un cierto periodo por la produc-
cién y venta de @ unidades son I(®) (en Unidades Monetarias: UM),
mientras que C(Q) designa el costo total en [UM] del proceso.
El beneficio obtenido como resultado de producir y vender @ unida-
des es entonces

@) =1@Q)-C@.
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El Problema de una Firma (cont.)

Consideremos que hay un cota méaxima de @ de la produccién en el
periodo dado, por limitaciones técnicas.

Supongamos que I(®) y C(®) son funciones derivables de @ en el
intervalo [0, @¢]. Asi, la funcién de beneficios 7 es también derivable
y, por consiguiente, tiene un valor maximo.

En ciertos casos, este maximo puede darse en @ =0 0 en @ = Q. Si
no, el nivel maximo de produccién @* verifica que 7’/ (Q*) =0 y asi

U !
I'@ =C"@.
En términos méas comunes esto se expresaria, como

IMg(@) =CMg(@).

Asi, se debe ajustar la produccién hasta un punto en el que el ingreso
marginal sea igual al costo marginal de producirlo.
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El Problema de una Firma (cont.’)

Firma tomadora de precios: Supongamos que la empresa obtiene un
precio fijo P por unidad vendida.

Entonces IMg(®) = P, de manera que si la empresa no controla el
precio, hay que ajustar la producciéon al nivel en el cual el costo mar-
ginal sea igual al precio unitario del producto.

En el caso en que la firma no sea tomadora de precios y se enfrente a
la demanda de mercado, el ingreso I(Q) sera igual a P(Q)-@, es decir,
el ingreso total sera igual al producto entre el precio (en funcién de
la cantidad vendida) y la cantidad que se produce.
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Ejercicio: El Problema de una Firma

Ejemplo 37

Suponga que una empresa puede controlar el precio del producto
que vende (monopolio).

La demanda por el bien que produce esta empresa esta dada por

P:IOOO—%Q,

donde P representa el precio (demanda inversa) y @ la cantidad
que seria demandada, por lo tanto, @ € [0;2000], ya que la
demanda estaria satisfecha con 2000 unidades.

Ademas, suponga que el costo de producir @ unidades esta
definido por

C@ =100+ %Qz,

donde ¢ > 0 es un factor tecnolégico, el cual es constante dentro del
proceso productivo.

En base a estas condiciones, ;cudl seria la cantidad que deberia
producir la empresa con el propésito de maximizar sus beneficios?
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Respuesta: El Problema de una Firma

Soluciéon 37
Sea...

Q: Cantidad producida que sera igual a la cantidad demanda.
Q*: Cantidad éptima a producir.
P: Precio, que también representa la demanda inversa.
7(Q): Beneficio de producir @ unidades.
El planteamiento del problema es:

maxgeo,20000 7(@) =1(@)-C(@)
Suponiendo P(®) =1000 - %Q

De manera que habra una cantidad @* que maximice el beneficio,
si @* € 10;2,000].
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Respuesta: El Problema de una Firma

Primero es necesario descomponer la funcién de beneficios, dejan-
dola en funcién de @, de manera que sea més clara la realizacién de
los céalculos, es decir,

1@ = IQ-C@
1@ = PR -Q-CQ
Q) = (1000—%Q)~Q—(100+%Q2)

7@ = 1000-Q- (%+%) -Q%-100.
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Respuesta: El Problema de una Firma

Ahora que se tiene la funcién, podemos imponer la condicién de pri-
mer orden, la cual consiste en derivar la funcién de beneficios con
respecto a la cantidad producida @:

dn(Q) 0
dq
1000-2 1+1)-Q = 0
2 ¢
1 1
« _ 1000-c
Q= c+2

Al reemplazar la cantidad éptima en el beneficio, encontramos el
beneficio maximo, el que asciende a
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Respuesta: El Problema de una Firma

Seria apresurado concluir que es conveniente llevar la produccién
hasta @*.
Esto se debe a que no sabemos si los beneficios méximos son positi-
VOS 0 No.
Si fueran positivos, sucederia que

500000-c

* _ *y _ _ 2
at=n(@) = ) 100>0:>c>4999.

Por lo tanto, la conclusion es que es conveniente llevar la produccién

2
h * si .
asta @* siempre y cuando ¢ > 1999
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Ejercicio: Linea Telefonica

Ejemplo 38

La linea de transmisién telefénica cruza toda la décima region del
pais en linea recta. Sin embargo, dos poblados actualmente se
encuentran incomunicados, por tal motivo han solicitado la
instalacion de lineas telefénicas. Ellos se encuentran a 2y 3
kilémetros, en forma perpendicular a la linea de transmisién
telefénica, respectivamente. La distancia entre los pies de estas
perpendiculares por la linea de transmisién telefénica es de 4
kilémetros. Actualmente se dispone de un sélo conmutador que
hace posibles las comunicaciones de un teléfono a otro, el cual debe
conectarse a la linea de transmisién y desde €l se debe conectar a
los pueblos. Otra restriccién es que sélo se dispone de 6,5
kilémetros de cableado de fibra éptica diseiiado para este tipo de
conexion. Determine si es posible conectar a los dos poblados, para
ello debera encontrar una ubicacién para el conmutador que
minimice el uso de cableado de fibra éptica.
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Respuesta: Linea Telefénica

Solucién 38

Diremos que X representa la distancia desde el conmutador, al pie
de la perpendicular del primer poblado (sobre la linea de
transmisién). Esto se puede ver representado en la Figura 40.

Figura 40: Poblados, Conmutador y Linea de Transmision

P -
S
akm]
)
e N|
I X 4[km] ‘ I
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Respuesta: Linea Telefénica

Asi, diremos que la distancia desde el primer problado (P,) al con-
mutador (punto C), se define, como

L,(x)=V4+a2.

Por otro lado, la distancia del segundo poblado (P) al conmutador,

es
Lyx)=1/9+4-x)2.

Entonces, la longitud total que debe recorrer el cableado de fibra
optica, sera

Lx)=Ly+Lyx)=V4+x2+1/9+(4-x)2.

NOTA: Recordar que segin Pitdgoras ¢ = a2 +b2: el cuadrado de la

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
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Respuesta: Linea Telefénica

El planteamiento del problema, es

miIi]L(x) =Lg )+ Ly ),

x€[0,

de manera que habra una distancia en el eje x, x* que minimice la
cantidad de cableado que se utilizara, tal que L(x*) <6,5.
En caso de que L(x*) > 6,5, no sera posible conectar los dos poblados.
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Respuesta: Linea Telefénica

Aplicando las condiciones de primer orden (CPO), se tiene que

dL(x) 2x B 4—x 3
dc  2V4+x2 V9+@d-02

Resolviendo la ecuacién,

2x 4-—x
2V 4 +x2 - V9+ (4 —x)?
2O+@-x2) = @d-x2d+x?

92 = 4(16-8x+x?)
5x2+32x-64 = 0
-32+1/(32)2-4-5-(-64)

10

X12 =

-32+48

12 = 10
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Respuesta: Linea Telefénica

Entonces, las posibles soluciones, son x1 =1,6 y x9 = —8. Claramen-
te, la segunda solucién no es factible con respecto a lo que se busca,
ya que x € [0;4]. Asi, s6lo nos resta verificar que el valor encontrado
efectivamente es aquel que minimiza la logitud del cableado, para
ello se verificara la condicién de segundo orden:

d’Lx) 4 . 9
dx?  (4+a2)32 9+ @d-x)2)32

Al evaluar esta segunda derivada en el punto x = 1,6, claramente se
puede observar que la segunda derivada resulta ser positiva, por lo
tanto, éste valor hace minima la funcién:

Lx=1,6)=\/4+(1,62+/9+4-1,62=64.
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Respuesta: Linea Telefénica

Sin embargo, también se deberia verificar en los extremos, ya que
el dominio de la funcién es acotado y cerrado.
Al verificar, se aprecia que

Lic=0)=/4+0)2+/9+@-02=7,

Y que

Lc=4)=\/4+@2+,/9+@-22=175.

Notamos que estas no son soluciones validas.

Por lo tanto, la posicién del conmutador debe estar a 1,6 kiléme-
tros del punto perpendicular del primer poblado con respecto a la
linea de transmisién. Este punto utilizara una longitud de cableado
igual a 6,4 kilometros, la cual es menor a la disponible que es de 6,5
kilémetros, asi que podra conectar a los dos poblados.
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Propuesto: Extraccion Petrolera

Propuesto 42

Suponga que se requiere construir una linea de tuberias para
transportar petréleo (oleoducto) desde una plataforma en el mar
que estéa localizada 20 kilémetros al Norte mar adentro
(perpendicular a la playa), hasta unos tanques de almacenamiento
que estan en la playa a 15 kilémetros al Este de la ubicacién de la
plataforma. Ademaés, se sabe que el costo de construccién de cada
kilémetro de oleoducto en el mar es de U$2.000.000, pero por
tierra es de 1.000.000 [U$/Km], ;a qué distancia hacia el Este de la
plataforma deberia salir al mar el oleoducto de manera que el
costo de la construccién sea minimo?
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Propuesto: Extraccion Petrolera

En la Figura 41 se observa un esquema de la ubicacién de la plata-
forma petrolera y los tanques de almacenamiento.

Figura 41: Plataforma Petrolera y Oleoducto
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Antiderivadas

En la unidad anterior aprendimos a derivar funciones... Ahora ha-
remos todo lo contrario.

Si teniamos una funcién f(x) = x2 era bastante sencillo concluir que
f x) = 2x era la derivada de f(x) respecto a x. Sin embargo, si supié-
ramos que la derivada de una funcién respecto a x es 2x, jpodriamos
concluir que la funcién original era x2?

NO exactamente. ;Por qué?

La derivada de x2 +5 respecto a x también es 2x, y la de x2 — 1000
también.

En efecto, cualquier funcién de la forma x* + ¢, con % € R constante
tiene como derivada respecto a x a la funcién 2x. Esta familia de
funciones se llamara antiderivada o primitiva de la funcién 2x
respecto a x.

Definicion 40
La antiderivada o primitiva de una funcién f(x) respecto a x es una
familia (o conjunto) de funciones de la forma F(x) + ¢ (con c € R

(x) = fx)

2

F
constante) tal que d d
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Integrales Indefinidas

Para formalizar el proceso de obtener una primitiva, introduciremos
una nueva operacion sobre las funciones continuas: la integraciéon
indefinida®.

Definicién 41

Si F(x) +c es la primitiva de una funcién f(x) respecto a x, entonces
podemos afirmar que la integral indefinida de f(x) respecto a x es
F(x) +c. Esto se denota por

ff(x)dx =F(x)+c.

Por lo tanto, al calcular la integral de una funcién f(x), la pregunta
subyacente que uno deberia hacerse es “jqué funcion derivada me
da f(x)?”.

Observacion: Se puede inferir que

d
Tr ff(x)dx =fx) yque [f’(x)dx =fx) +c.

8Préximamente introduciremos el concepto de integracién definida.
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Alerta: Sobre la Constante

Al calcular una integral indefinida, SIEMPRE
INCLUIR CONSTANTE.

Da lo mismo el nombre, la forma o el color de la constante (c, % o
k), pero si no lo hacen, el resultado es incorrecto.

La razon es sencilla: si no lo hacen, afirman que una primitiva es
una funcién, y no una familia de funciones.

Dicho de otro modo, afirman que la derivada de x? es 2x, pero que
la derivada de x2 +5 o la de 2 — 1000 no es 2x, lo cual es incorrecto.
Por favor, no pierdan puntos por no hacer esto.
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Primitivas Conocidas

Ejemplo 39
Encuentre las primitivas respecto a x de las siguientes funciones:
e flx)=x"conn#-1.
e g(x) =x"1
o h(x) = exp(x).
e i(x) = [y@)]"y' (x) con n # -1.
Yy
=@
k(x) =y' (x) exply (x)].
o l(x) =k con k constante. ;Y si k=02

e jx)

e m)=z.
e n(x) =a”* con a constante. Notar que es una extension de k(x).
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Primitivas Conocidas
Soluciéon 39

1
. fx”dx: — " 1licconn#-1.
n+1

. fx_ldx =In|x|+ec.

. fexp(x)dx =exp(x) +c.

/[y(x)]"y (x)dx = —Ly(x) "licconn#-1.
. %dlenly(x)Hc

. fy (x) exply (x)]dx = exply(x)] +c.
. f kdx = kx +c con k constante.

. /zdxzzx+c.

ax
. f a’dx = +c con a constante.
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Reglas de Integracion

Proposiciéon 33

Sean f(x) y gx) dos funciones continuas. Entonces la integral de la
suma (resta) entre estas funciones equivale a la suma (resta) entre
las integrales de estas funciones. Esto es

f[f(x)ig(x)]dx:ff(x)dxifg(x)dx.

Proposicién 34

Sea flx) una funcién continua y k € R una constante. Entonces la
integral de la funcion ponderada equivale a la ponderada de la
funcion integrada. Esto es

f Efeodx=F f f)dx.

Observacion: f [af(x)£fg@)ldx=a f flo)dx+p f g)dx,donde a, B €

R son constantes.
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Integracion con Condiciones Iniciales

A pesar de que la primitiva de una funcién f(x) sea una familia de
funciones, existe la posibilidad de que hayan condiciones iniciales
las primitivas, de modo que, eventualmente, podemos identificar
una udnica funcién cuya derivada sea f(x) y que satisfaga las con-
diciones iniciales.

Ejemplo 40

Encuentre la primitiva F(x) de f(x) = exp(2x) que pasa por el origen.
Solucién 40 )

La primitiva de exp(2x) es f exp(2x)dx = 5 exp(2x) +c.

Sin embargo, como debe pasar por el origen, tenemos que

—+c=0=c=-=.

1 1
Por lo tanto, F(x) = f exp(2x)dx = —exp(2x) — 5

FO=0 2
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Aplicacion: Costos Totales

Ejemplo 41

A través de una exhaustiva investigacién a una empresa
monopolica, la Fiscalia Nacional Econémica (FNE) fue capaz de
determinar que los costos marginales de la empresa en UM se
comportan como la funcién CMg(q) = ¢?In¢, con ¢ > 1 constante.
Estan interesados en obtener los beneficios netos de esta firma,
pero sélo han podido determinar los ingresos totales de la firma y
sus costos fijos, donde estos ultimos ascienden a 101 UM.
;Cuales son los costos variables de esta empresa?

Soluciéon 41
Los costos totales CT'(q) de la empresa satisfacen CT"(q) = CMg(q).
Por lo tanto, integramos los costos marginales, obteniendo

CT) = f(j)q Ingpdqg = ¢? +c.

Ahora bien, los costos fijos son aquellos en los que se incurren
cuando no hay produccion, es decir,

CF=CT0) < 101=1+c¢ < ¢=100.

Por lo tanto, los costos totales son CT(q) = ¢ + 100 y los costos

iabl CV(g) =¢7-1.
variables son Q) =¢ 180



MobuLro 16

181



Técnicas de Integracion

Derivar es una técnica,
integrar es un arte.

La afirmacién anterior es bastante acertada. Para derivar funcio-
nes bastaba con comprender algunas derivadas y reglas conocidas,
no habian mayores complicaciones metodolégicas. Sin embargo, las
integrales son otro mundo, pues su resoluciéon puede requerir un
poco mas de creatividad.

A pesar de ello, existen algunas técnicas para resolver integrales
con algunas estructuras conocidas. En este médulo y en el préximo
veremos tres de ellas. Existen mas (e.g. sustitucion trigonométrica)
que no abordaremos en este curso.

Las tres técnicas que veremos en este curso se llaman

1. método de sustitucion,
2. integracién por partes y
3. fracciones parciales.
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Previo: Diferenciacion

Anteriormente vimos que siy = f(x), podiamos expresar la derivada

de y respecto a x como d—i =1 (x).

. y . .. . .
Ademas, afirmamos que T es s6lo notacién, es decir, no es precisa-
x

mente una fraccién. Sin embargo, ahora definiremos otro concepto
que puede conversar bastante bien con la idea anterior. Este es el
concepto de “diferencial”.

Definiremos dx como el diferencial de x y lo trataremos como una
variacion arbitrariamente pequeria de la variable x.

Asi, el diferencial de una variable dependiente o el diferencial de
una funcién es dy = f (x)dx. Dicho de otro modo, el diferencial de
una funcién es directamente proporcional al diferencial de la va-
riable independiente, donde la constante de proporcionalidad es la
derivada de la funcién.

En el parrafo anterior pareciera como si hubiésemos “pasado mul-
tiplicando” dx, pero esto no es asi, estamos hablando de conceptos
distintos.
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Grafico: Diferenciacion

Figura 42: Diferencial de una Funcién

y

A
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Método de Sustitucion

El método de sustitucion es el mas sencillo de todos, pues consiste
simplemente en un “cambio de variable”.

Este método es 1til cuando tenemos integrales que de alguna forma
se pueden escribir como

ff(g(x))g'(x)dx,

donde g(x) es una funcion de x que sustituiremos por otra variable
y f es una funcién que compone a g.

En efecto, sustituyendo u = g(x) podemos concluir que du =g’ x)dx y
por lo tanto

/ fadu =Fw) +¢ = Fga) +c,

donde F' =F.
En general, la dificultad de este método radica en encontrar la ex-
presién conveniente a sustituir.
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Ejemplos: Integracion por Sustitucion

Ejemplo 42
Obtenga f 2 +5)1002xdy.

Solucion 42
Sea u=x2+5 = du = 2xdx. Por el método de sustitucién tenemos

1 (x% +5)101
2 100 _ 100 _ 101 —
f(x +5) 2xdx—fu du——101u +c T +c.

Ejemplo 43
Obtenga f exp(x) + exp(2x)

{/(1+exp))2

Solucién 43
Seau=]1 +exp(x)]2 = du = 2[exp(x) + exp(2x)]dx. Luego

—————dx.

fexp(x)+exp(2x)d _f0,5du 3 2

3 4
\/7 dx=-u3 +c=Z[1+eXp(x)]3 +c.
(1+exp(x))?

4
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Propuestos: Integracion por Sustitucion

Propuesto 43

Determinar cada integral, usando el método de sustituciéon segin
corresponda. Comprobar el resultado usando derivadas.

2
1. f( —i) dx 8. fxv1—2xdx
VX
3
2. fvl—xdx 9. szdx
(x+1)
1+3xy
3./ dy 10. f—dx
y2 Va9
2 +1 1
. 11. | ———d
4 fx+1dx fx\/9—x2 *
5. /(1+x)vx2+2x—5dx 12. fexp(x) /exp(x)_ldx
1n(5x) _
6[ B.ILE%EQM

=~

3/2— Inx-1)
f,/ P v 14. | S —odx
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Recordatorio: Derivada de un Producto

Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables.
Sabemos que

du)vx) ( )dv(x) ol )du(x)
dx U TV T

Luego, integrando ambos lados de la igualdad llegamos a

fd—(u(x)v(x))dx:fu(x) dv@) dx+fv(x) du@) dx
dx dx dx

ux)vx) :/u(x)dv(x)+fv(x)du(x)

Finalmente, reordenamos los términos y obtenemos

fu(x)dv(x) =u(x)v(x)—fv(x)du(x).
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IntegraCién por Partes (a.k.a. Teorema de la Vaca)

El método de Integracién por Partes consiste en descomponer una
integral en dos partes, u y dv, tal que se cumpla que

fudvzuv—fvdu.

Mnemotecnia: un dia vi una vaca sin cola vestida de uniforme.

Figura 43: Un dia vi una vaca sin cola vestida de uniforme
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Ejemplo: Integracion por Partes

Ejemplo 44
Obtenga f xInxdx.

Solucion 44
x2

Sea u =Inx y dv =xdx, de modo que du = ci_x yuv=—.

2
Luego, integrando por partes se tiene

x2 x2 dx
fxlnxdx—lnx-g— TR

x? x?

=lnx.§—z+c.

Propuesto 44
Calcular / Inxdx.
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Ejemplo: Integracién por Partes?

Ejemplo 45
Obtenga f x2 expx)dx.
Solucién 45

Sea u =x2 y dv = exp(x)dx, de modo que du = 2xdx y v = exp(x).
Luego, integrando por partes se tiene que

f xZ exp)dx = x% exp(x) — 2 f exp(x)xdx. 3)

Debemos integrar por partes de nuevo para obtener f expx)xdx...

Sea U=xy dV =exp)dx, tal que dU =dx y V =exp(x), tal que
f expx)xdx = xexp(x) — f expx)dx =xexpx) —expx)+c. (4)
Reemplazamos (4) en (3) y obtenemos

/ %2 exp)dx = x% exp ) — 2xexp(x) + 2exp(x) + C.
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Recomendaciones al Integrar por Partes

Pensar bien en la elecciéon de u y dv.

Considerar que al elegir u se va a generar una integral que
contenga du, es decir, integrar algo con du debe ser mas
sencillo que con u. Si no, no hace sentido aplicar la regla.

En general, 1a expresion de u se va a “simplificar”, mientras
que la de dv se va a “complejizar”.

Notar que si u es un logaritmo natural, se puede convertir en
una funcion cociente du. Esto puede ser util para simplificar
expresiones.

Al contrario, al considerar una exponencial como u o dv, no
han de esperarse grandes cambios.

Regla util para elegir u: LIATE (Logaritmos, Inversas
trigonométrieas, Aritméticas, Frigonométrieas,

Exponenciales).
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Propuestos: Integracion por Partes

Propuesto 45
Determinar cada integral, usando integracién por partes.
Comprobar el resultado usando derivadas.

1. fxexp(—x)dx 5. f2x2xdx

2. fxzexp(x)dx 6. fxln(xz)dx
3. / In(3x)dy 7. f 72 In(4)dx
4. f(lnx)sdx 8. fln—xdx
Propuesto 46

Integrar [ xV4+xdx por los siguientes métodos:

1. Sustitucién con cambio de variable u = v4 +x.
2. Sustitucién con cambio de variable u =4 +x.
3. Por partes con dv = V4 +xdx.
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MobuLro 17
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Recordatorio: Fracciones

Siempre que tenemos una fraccién cuyo numerador y denominador
son polinomios (factorizables), estéd la opcién de separar la fraccién
original como una suma o resta de fracciones parciales.

x+2
22+ Tx+12°
El denominador se puede factorizar, pues x2 + 7x+ 12 = (x + 3) (x + 4).
Asi, es razonable pensar que la fraccién se puede separar en la su-
ma o resta de dos fracciones: una con denominador x + 3 y otra con
denominador x + 4.
Sin embargo, jué valores deberian tomar los numeradores?
Como no sabemos a priori ciales son los numeradores, podemos
pensar que éstos pueden ser polinomios genéricos, con incognitas
que nosotros deberiamos determinar.
Sin embargo, estos polinomios genéricos que pondremos en los nu-
meradores deben tener un grado menor que sus respectivos deno-
minadores ( ;Por qué?).

En efecto, tomemos como ejemplo a la fraccion
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Recordatorio: Fracciones (cont.)

x+2 A N B
22+7x+12 x+3 x+4°
B _Ax+4A+Bx+3B_(A+B)x+4A+3B

%43 x+d x+3)x+4) = x2+T7x+12
Pero como esta tltima expresiéon debe ser equivalente a la fraccion
original, se debe cumplir que x = (A + B)x y que 2 =4A + 3B.

Con esto planteamos el siguiente sistema de ecuaciones:

Asi, planteamos que

Sumando tenemos

A + B =1
4A + 3B = 2

Resolviéndolo llegamos a que A=-1y B=2.
x+2 1 2

=- + .
o ¥2+Tx+12 x+3 x+4
;/Qué tiene que ver esto con integrales?

Por lo tanto,
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Integracion por Fracciones Parciales

x+2

o _ B . x2+Tx+12
trivial deducir la solucién, pues no tiene exactamente la forma de

una primitiva conocida.

Cuando tenemos una integral de la forma f dx, no es

) 1 1
Sin embargo, al calcular — / mdx+ 2 f mdx, que es una expre-

sién equivalente, notamos que ambas integrales cumplen con ser
logaritmos (ver Solucién 39).
Por lo tanto,

fidx:—fde+2fidx:—1n|x+3|+21n|x+4|+c.
x2+7x+12 x+3 x+4

Este razonamiento corresponde al método de fracciones parciales.
Observacion: En general, el resultado de este método es un loga-
ritmo natural®.

9Cuando los denominadores son afines. Ya veremos qué pasa cuando no lo son.
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Ejercicio: Fracciones Parciales

Ejemplo 46
Calculefﬂ X
x3 +3x2 + 2x
Solucién 46
En efecto,
4x+6 _é+ B . C A+B+0x?+BA+2B+C)x+2A
3+3x2+2¢ x x+1 x+2 X3+ 3x2 + 2 .
A + B + C =0
Luego, resolvemos 3A + 2B + C = 4 |yobtenemos
2A = 6
A=3,B=-2y C=-1. Por lo tanto, fﬂdx:
x3 +3x2 + 2x

3fd_x_2fd_x_ ﬂ:3ln|x|—2ln|x+1|—ln|x+2|+C.
X x+1 x+2
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Distintas Fracciones Parciales

Al descomponer las fracciones podemos encontrarnos con casos don-
de los denominadores no sean afines, es decir, podemos encontrar
polinomios de grado mayor a 1.

, . 3x®+5x+1
Por ejemplo, podemos pensar en la fraccién —B1 En este ca-
s0, el denominador sélo se puede factorizar como (x—1)(x2+x+1), es
decir, tendremos un denominador cuadratico en alguna de nuestras
fracciones parciales.

Otra posibilidad es que tengamos un denominador que sea equi-
valente a una expresiéon mas sencilla, elevada a un grado mayor
x+2
x3-3x2+3x-1’
a (x—1)3. En esta situacién, es necesario que incorporemos a x—1,
@—-1)2y (x—1)3, todos como denominadores de tres fracciones par-

ciales distintas.
Asi, hay una infinidad de casos distintos...

que 1. Por ejemplo donde el denominador equivale
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Fracciones Parciales y sus Factores

El resumen con todas las formas de plantear fracciones parciales se
encuentra en la Tabla 3.

Tabla 3: Factores y Fracciones Parciales

Forma del Factor Forma de la Fraccion Parcial

. L. A
Lineal tnico: ax +b

aﬁ+ b A A

. N 1 2 n

Lineal repetido: (ax +5)" P + a1 D)2 RIS @b
L. 92 Ax+B
Cuad. Unico: ax“+bx+c
f&;?ﬁc Aox+B A, x+B

Cuad. rev.: (@x2+b n 1 2 2 I el (R

uad. rep.: (ax”+5x+c) ax2+bx+c " (ax2 +bx +¢)? * (ax2 +bx +c)*

k Ay +A1x+~~+Ak_1xk_1

a0+a1x+a2x2+---+akx 5 %
ag+tajx+agxc+---+apx
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Ejemplo: Fracciones Parciales

Ejemplo 47

2x2 -1
Obtenga f X ik
x8 +x2

Solucién 47
2%2-1 A B C
Sea

PErve il RS Y

Luego, Ax? + Ax + Bx + B + Cx? = 2x2 - 1.

Resolviendo el sistema correspondiente se obtiene A=1, B=-1,
C=1.

Por lo tanto

f2x __dx fdx / /d—x:ln|x|+x*1+ln|x+ll+c.
x3 + x2 x+1
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Area Bajo una Funcion

Figura 44: Recorte de la PSU (Admisién 2005)

DEMRE N°07 MATEMATICAS 6/2/04 13:33 Péagina 10 $

10

38. En el plano de la figura 3, se muestra el poligono
ABCD, ;cudl(es) de las siguientes afirmaciones
es(son) verdadera(s) ?

1) El perimetro del poligono es 842.
Il)  Cada diagonal del poligono mide 4.
Ill)  El area del poligono es 4+/2.

A) Sélol
B) Sdloll

C) Sololyll
D) Sélolly Il
E) Lyl

En general, no tenemos problemas con calcular areas debajo de fun-
ciones afines. Pero, jcomo se calcula el drea bajo una curva?



Suma de Riemann

Supongamos que queremos calcular el area debajo de una funcién
limitada en algun intervalo por el eje de las abscisas.

Podriamos intentar aproximar dicha superficie a través de muchos
rectangulos muy delgados, tal como se muestra en la Figura 45.

Figura 45: 18 Rectangulos Emulando a f(x) = vxsinx en [0,9] (derecha)
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Suma de Riemann

Supongamos que queremos calcular el area debajo de una funcién
limitada en algtn intervalo por el eje de las abscisas.

Podriamos intentar aproximar dicha superficie a través de muchos
rectangulos muy delgados, tal como se muestra en la Figura 46.

Figura 46: 18 Rectangulos Emulando a f(x) = /xsinx en [0,9] (izquierda)

ya
2 —+
1 —+
0 T T l l l T T
1 2 3 7 8 9
-1 +
-2 +
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Suma de Riemann (cont.)

Ejemplo 48

Calcule el area total de los 4 rectangulos con bases iguales que
emulan a f(x) =x2 en el intervalo [0,2] por la derecha. Repita el
proceso con 20 rectangulos. ;Qué ocurre cuando la cantidad de
rectangulos tiende a infinito?

n
Recordatorio MEM105: ) B2 =

nn+1)2n+1)
k=1 6

Solucion 48
4 rectangulos: 0,5 (0,52 + 12 + 1,52 +22) = 3,75.
20 rectangulos (ver Figura 47) :

20 2
0,1(0,12+0,22+0,3%2+---+1,9%2+2%)=0,1| }_ (1% ]:2,87.
k=1
2 2k \2 2 4 nn+1H@2n+1)
n rectangulos: — Z( ==
nlp=\n non 6

Obteniendo el limite cuando n — co obtenemos 3
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Grafico: Suma de Riemann

Figura 47: 4, 20 y 100 Rectangulos Emulando a f(x) =x2 en [0,2]
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Desafio: Suma de Riemann

Propuesto 47
En base a la Figura 48, demuestre que el volumen de una esfera de

) 4
radio r es —7rS.

3

Figura 48: 10 Rectangulos Emulando a fix) = V1 -x2 en [-1,1] (derecha)
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Integrales Definidas
Calcular el area anterior no requiere tanto esfuerzo...
Ejemplo 49
Sea f x2dx = Fx) + c. Caleule F(2) - F(0).

Solucién 49 s
Sabemos que fxzdx = % +c. Luego, F(2)-F(0) = =
Definicion 42

(Segundo Teorema Fundamental del Calculo) Si f fle)dx = F(x) +c,

entonces la integral definida de f(x) entre a y b se define como

b b-a & b-a
f f(x)dx=F(x)|2=F(b)—F(a) (= lim Zf(k—) .
a nmee m oy
Esta expresion puede ser utilizada para calcular el 4rea bajo la
funcién f(x) entre a y b, los limites de integracién.
Observacion: ;Ya no hay constante! ;Por qué?
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Animacion: Area Bajo una Curva

Figura 49: Area bajo f(x) =x2 ante distintos intervalos

y
41 flo) =2
3 4
2 €
1+ 0/10 0
2 _
4x= 3500
0
} } X

1 2 é
K< QlD > ]A] [+
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Ejemplo: Integral Definida

Ejemplo 50
e
Obtenga f ln—xdx.
1 X
Solucién 50 p
Sea u =1nx, de modo que du = ?x

2 2
Asi, fln—xdx:fudu:u—+c: (Inx) +c=F(x) +ec.
x 2 2

(nx?) 1 0 _1
2 1_2 2 2

e
Luego, f thxdx =F)|{= (
1

Propuesto 48

Obtenga el area del trapecio formado pory=4-x,x=1,x=3e
y =0 como en la PSU. Compruebe su resultado usando integrales.
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Integrales Definidas y Sustitucion

Es importante notar que cuando se desea computar una integral de-

finida utilizando el método de sustitucion, los limites de integracion

también se sustituyen.

Por ejemplo, si queremos obtener la integral del Propuesto 46 en-

tre 5y 12, f xv4 +xdx, al plantear u = v4 +x, también hay que
5

considerar quex=5 = u=3yquex=12 = u=4.
Por lo tanto, resolviendo por el método de sustituciéon tenemos

12 4
f x\/4+xdx=f w?-4) u-2udu
5 3

5 3)|*

u u 1024 64 243 27
= (23‘8?) 3‘(2'T"8'§)"(2'T‘8'? =5 3
Sin cambiar los limites de integracién, el resultado es erréneo.

Propuesto 49

)_781 37

exp(exp(exp(e))) dx

Calcule fe rp(exp @) x-In®) - In(n®)) - In(ndnx)))
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Areas Negativas

b
Cuando los referimos a que una integral definida f flx)dx permite

calcular el area bajo una curva, hacemos alusion %a que calcula la
superficie comprendida por debajo de f(x) y por encima del eje x entre
los limites de integracion. (Pensar en integrar f(x) — 0.)
Pero, jqué ocurre cuando flx) estd por debajo del eje x?

Ejemplo 51
2
Calcule A = fl 2 - 5)dx.

Solucién 51

2 3 2
A:f @?-5)dx=|— —5x
1 3 1

8 1 8
—5—10—54-5——5.

Intuicién: En efecto, como y = 0 estd por sobre y =x2—5 en el in-
tervalo [1,2], el gran rectangulo que forma la integral de y = 0 tiene
mayor superficie que la gran figura curvada que formay =x2 -5, por
lo que la resta fix) — 0 es negativa.
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Areas Negativas (cont.)

Como obviamente buscamos calcular areas positivas, si quisiéramos
computar la superficie comprendida entre y =0 e y =x2 -5, tendria-
mos que encontrar una figura equivalente donde la funcién esté por
sobre el eje de las abscisas.

La candidata natural es la funcién inversa aditiva, es decir, —x2 +5.
Por lo tanto, la superficie comprendida entre x2 -5 y el eje de las

abscisas es f (—x2 +5)dx = g =-A.

En resumen, cuando queremos calcular el drea que genera una fun-
cién negativa, computamos el negativo de la integral definida.
Observacion: Notar que otra forma de hacer esto es invirtiendo los

b
limites de integracién, pues si f flo)dx = F(x)|b =F(b)-F(a), enton-

ff(x)dx F(x)\b F(a)-F(), es decir, f flo)dx = — ff(x)dx

aComo podemos calcular el darea de una funcién que tiene tramos
positivos y tramos negativos?
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Separacion de Tramos

Ademas de preservar las Proposiciones 33 y 34 (suma, resta y pon-
deracién por escalar), las integrales definidas tienen una propiedad
adicional muy qutil e intuitiva.

Proposiciéon 35
Una integral definida sobre un intervalo puede descomponerse

como la suma de dos (o mds) integrales sobre tramos
complementarios. Asi, si c € [a,b], entonces

b c b
f f(x)dx:f f(x)dx+f flo)dx.

La idea detras de ello es que la superficie total bajo la curva puede
descomponerse como la suma de (sub)superficies que la componen.
Por lo tanto, si quisiéramos calcular un area, debemos separar los
tramos donde la funcién es positiva de los tramos donde la funcién
es negativa, cambiando el signo de estos dltimos (puesto que en ellos
se tendria el inverso aditivo del area).

215



Ejemplo: Areas por Tramos
Ejemplo 52
Compute f 4x3dx. Luego calcule el drea de la superficie
-1

comprendida entre 4x3 y el eje x. Grafique.

SOthlOl’l 52 Figura 50: Area entre 43 y el eje x
Yy
/ addx=1%— (D=0,
Sln embargo, para calcular el
area debemos considerar que
entre —1 y 0 la funcién es
negativa, mientras que entre 0 y
1 es positiva (ver Figura 50).
Por lo tanto, el area de la
superficie comprendida es

flx) = 443

0 1
- f dx3dx + f 4x3dx
-1 0

=-(0-D+(1-0)=
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Area entre dos Funciones

Analogamente, también podemos calcular areas delimitadas entre
dos funciones.

El razonamiento es idéntico a lo anterior: s6lo habra que calcular la
integral definida de la funcién mayor menos la funcién menor.

Por lo tanto, si flx) = gx) p%ra todo x € [a,b], el area comprendido

entre ambas funciones es / [flx) —g(x)]dx.
a

Ejemplo 53

Calcule el 4rea entre f(x) =x2 y g(x) =x° en el intervalo [0,1].

Solucion 53
Como x2 = %3 en [0,1], el 4rea es

1
f k2 —x%)dx =
0

1
4 12’

QL =

;Qué pasa si una funcion es mayor o igual que la otra en algunos
intervalos pero no en otros?
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(1°") Teorema Fundamental del Calculo

Hasta ahora hemos considerado los limites de integracién como cons-
tantes. Sin embargo, perfectamente podrian ser variables.

Por ejemplo, las donaciones instantaneas hacia la Teletén en las 27
horas de amor de aproximaban a una funcién creciente f(¢) que de-

pendia del tiempo ¢ € [0,27]. Si quisiéramos calcular las donaciones
27
totales, bastaria con calcular / fidt.

Sin embargo, podriamos estar interesados en obtener las donacio-
nes totales hasta la hora x, en cuyo caso, éstas podrian denotarse

X
por D(x) = f f(t)dt, donde claramente esto es una funcién de x.

Ahora bien, judl es la tasa de cambio instantdnea de las donacio-
nes en el momento x? Para responder esto, podemos hacer uso del
(primer) Teorema Fundamental del Calculo (TFC).

Proposicién 36
X
Si f(¢) es integrable y a es una constante, (% f fdt = flx).
a

b(x)
Generalizacion: a fi)dt = f(bx))b' (x) — flax)a’ (x).
dx a(x)
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Integrales Impropias

Por 1ltimo, hasta ahora hemos supuesto que los limites de integra-
cion son finitos. Esto tampoco tiene por qué ser asi.

Definicion 43

Si alguno de los limites de integracién de una integral definida es
(#) infinito (o ambos lo son), diremos que dicha integral es
impropia.

Para calcular integrales impropias, basta con calcular el limite de
dicha integral cuando el/los limite(s) correspondiente(s) tiende(n) a
oo (0 —oo segun corresponda).

Ejemplo 54

0
Obtenga f expx)dx.

Sglucién 54 .
f expx)dx = alim f expx)dx = alim exp(x)lg =1-0=1.
—0o —=00 Jq ——00
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Aplicacion: Probabilidades

Ejemplo 55
Supongamos que la frecuencia con la que se consume un bien X, se

modela mediante una funcién f(x). Entonces, es posible determinar
en forma cuantitativa el nivel de consumo promedio, como

X-= x-flx)dx,
Domf

que representa el area bajo la curva del producto entre la cantidad
x que se consume del bien X y la frecuencia f(x) con la que se
consumen x unidades del bien X (similar a un promedio
ponderado, que en este caso es continuo).

En este caso, Domy es el dominio sobre el cual la funcién descrita
es valida.

221



Aplicacion: Probabilidades

El volumen de venta diaria, en miles de litros, de una estacién ga-
solinera es una variable que cambia todos los dias y la densidad de
probabilidad (frecuencia) con que se venden x miles de litros esta
definida por

f(x)zx-(x+‘3—1).

El dueno piensa ampliar la estacién siempre y cuando la venta dia-
ria media sea mayor a 800 litros de combustible.

;Qué decision debe tomar el duefio? Justifique adecuadamente su
respuesta.

IND: Toda funcién de probabilidad debe acumular una probabilidad
total de 1 al barrer todo su dominio. En otras palabras:

f flodx =1
Domy
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Definicion de Variables

Solucién 55
* Sea X la cantidad, en miles de litros de combustible, que
puede vender la gasolinera en un dia.
* Sea

X-= x-flo)dx
Domf

la cantidad promedio, en miles de litros de combustible, que
vende en un dia.

223



Planteamiento del Problema

* Si X> 0,8 entonces deberia ampliar la estacion.
* Si X < 0,8 entonces no deberia ampliar la estacién.
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Desarrollo del Problema

En primer lugar hay que obtener Domy. Para ello nos apoyamos en
la indicacién y en la légica de que no se pueden vender cantidades
negativas, planteando lo siguiente:

m
f flodx =1,
0

donde m es la maxima cantidad, en miles de litros de combustible,
que puede vender la gasolinera en un dia (por ejemplo, la capacidad
total de su tanque de combustible).

Despejamos m:
m 4
f x- (x+ —)dx =1
0 3

m3 . 2m? 1
3 3
>m=1
Por lo tanto, la maxima capacidad de venta de la gasolinera es de
1000 litros de combustible, es decir, Domy=x € [0, 1].
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Desarrollo y Resolucion

Teniendo el dominio de la funcién de distribucién, procedemos cal-
culando el consumo promedio:

X= x-flx)dx
Domf
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Conclusion

Dado que la venta promedio es menor a 800 litros (694,4) diarios,
no se recomienda hacer la ampliacién.
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Aplicacion: Excedentes

Ejemplo 56

Una economia competitiva esta caracterizada por las siguientes
curvas de oferta y demanda: P=-1In(@) +1 y P =exp(@ - 1).;Cual
es el excedente del productor?

IND: La cantidad de equilibrio es 1.

Solucién 56

Sabiendo que la cantidad de equilibrio es 1 (@* = 1), tenemos que
el precio de equilibrio es 1 (P* =1).

Luego, el excedente del productor sera toda la superficie
comprendida entre P=1y P =exp(® — 1), esto es,

Q" 1
EP= f [P* — Ofertald@ = f [1-exp(@-1)1dQ.
0 0
Integrando tenemos que el excedente del productor es
[Q-exp@-D]g=(1-1)-(0-eH=el.
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Aplicacion: Maximizacion de Beneficios

Propuesto 50

Existen ciertas empresas como las de explotacién minera o las de
perforacion de pozos petroleros que se tornan no rentables después
de cierto periodo.

En tales operaciones, la tasa de ingreso temporal que esta dada
por IMg(t) =dI/dt (digamos unidades monetarias por periodo)
puede ser muy alta al inicio de la operaciones, pero puede decrecer
a medida que transcurre el tiempo debido al agotamiento del
recurso. Esto es, IMg(t) a la larga se convierte en una funcién
decreciente en el tiempo.

Por otra parte, la tasa de costo instantanea temporal CMg(¢) de
operaciones es pequefia en un principio, pero con frecuencia se
incrementa a medida que el tiempo transcurre, por el aumento en
la dificultad de la extraccion (entonces, CMg(t) sera una funcién
creciente en el tiempo).

En tales operaciones existe un instante en que el costo de
mantener la operacién se hace mas alto que el ingreso y la
empresa empieza a perder dinero.
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Aplicacion: Maximizacion de Beneficios

Ac4 la decision es cuanto tiempo deberia funcionar antes de cerrar
la empresa, siempre que maximice sus beneficios.

Para resolver este tipo de problemas, se debe obtener el tiempo ne-
cesario para acumular la mayor cantidad de beneficios, es decir

t
¢ = argmax f IMg(®) — CMg(®)dt.
= 0

En este caso, para obtener el tiempo 6ptimo se debe imponer la con-
dicién IMg(t) = CMg(t), condicion a partir de la cual se obtendra ¢*.
Al evaluar este valor (¢*) en la integral, se obtendra el maximo be-
neficio acumulado de la empresa.
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Aplicacion: Maximizacion de Beneficios

Una empresa petrolera esta pensando en abrir un nuevo pozo petro-
lero, el cual debera durar al menos 7 afios y deberia generar unos
30 millones de délares [MMUS$].

La tasa de ingreso y el costo instantaneo del pozo se estiman en
IMg@®) =17—-t%/3 y CMg(t) = 5+2t%'3, respectivamente, donde IMg(t)
y CMg(t) se miden en millones de délares y ¢ en anos.

Determine si la empresa deberia abrir el nuevo pozo. Justifique ade-
cuadamente su respuesta.
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Unidad 4

Unidad 4
Moédulo 20
Moédulo 21
Moédulo 22
Moédulo 23
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MobuLro 20
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Funciones Multivariadas

Hasta ahora hemos trabajado con funciones univariadas, es decir,
funciones con una sola variable real en el dominio y que generan un
sélo resultado real como imagen.

R—-R
x— flo)’
Sin embargo, ahora estudiaremos (brevemente) funciones con do-
minio multivariado, es decir, funciones cuyo dominio no sean esca-
lares, sino vectores.

Formalmente, esta funciones se describen como f:

) ) . R - R
Esto es, ahora estudiaremos funciones descritas por f 2 f@)
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Ejemplo: Funciones Multivariadas

Ejemplo 57

Una empresa produce pan con queso utilizando dos insumos: pan y
queso. Si el costo de cada rebanada de pan es x (usa dos rebanadas
para cada unidad del bien final) y el de cada lamina de queso es y
(usa una por unidad), jcudl es la funcién que describe el costo de
producir 200 unidades de pan con queso?

Solucién 57
La funcién que describe el costo de producir 200 unidades de pan

con queso es
C(x,y) =400x + 200y.

En este caso notamos que el costo de produccién depende de 2 ar-

gumentos, o bien, de un vector en R2. Por ello, podemos decir que se
trata de una funcién bivariada (dos variables).
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Grafico: Funciéon Bivariada
Como las funciones bivariadas tienen dos argumentos y generan
una imagen, su grafico tiene tres dimensiones, tal como se ejempli-
fica en la Figura 51.

Figura 51: Grafico de una funcién bivariada




Grafico: Curvas de Nivel
Uno también podria pensar en cortar transversalmente el grafico
de una funcién bivariada, de modo que para distintos niveles de la
funcién (alturas), se obtendria un grafico plano.

Estas estructuras
de dos dimensiones,
que se obtienen
para cada nivel, se
llaman curvas de
nivel. Un ejemplo
de una curva de
nivel se encuentra
en la Figura 52 (la
curva de nivel es la
circunferencia).

Figura 52: Curva de nivel de un cono




Algebra: Curvas de Nivel

Para determinar algebraicamente la expresion de una curva de ni-
vel, basta con imponer que la funcién bivariada sea igual a una cons-
tante n. Luego, s6lo despejamos una variable (y) en funcién de la
otra (x) y tenemos la funcién que describe a la curva de nivel n.
Ejemplo 58

Obtenga una expresién para una curva de nivel de la funcién de
costos del Ejemplo 57.

Soluciéon 58
En efecto, si C(x,y) =400x + 200y, basta con imponer que
n =400x+200y.

Luego, despejamos y = —2x + 2’1@’ obteniendo que las curvas de

nivel son rectas con pendiente —2 (zy qué pasa con el intercepto?).
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Derivadas Parciales

Al entrar en el mundo de las funciones multivariadas, debemos in-
corporar un nuevo concepto de derivada (y de diferencial).

Definicion 44 5
Sea f(x,y) una funcién bivariada derivable. Entonces, % esla

derivada parcial de f con respecto a x y se obtiene simplemente
considerando que y es una constante. La definicién es analoga

para —. Otra notacién equivalente es f; o f;, segin corresponda.
y

Ejemplo 59
Si flx,y) = exp(xy)In(x +y), obtenga g—j:

Solucién 59
Pensando que y es una constante, tenemos que

1
= 1 —_
fr =yexp(xy) n(x+y)+eXp(xy)x Ty
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Diferencial y Segundas Derivadas

Cuando calculamos una diferencial, ahora debemos considerar que
el “pequeino cambio” que se da en la funcién puede ser por causa de
x o por causa de y. Por lo tanto, el diferencial se descompone de la
siguiente forma:

Definicion 45

El diferencial de f(x,y) se define como df = f

0f
dx +
Anéalogamente, cuando queramos calcular una derlvada de segundo
orden, puede ser que derivemos dos veces por x, dos veces por y, o
bien, una vez por x y una vez por y.

92F 32 2
0 0
Segun sea el caso, tendremos — f —f 0 —f como notacion.
0x2’ gy2 ~ 0xdy
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Corto: Limites en Dos Variables

Cuando trabajamos con funciones de dos variables, nos puede in-
teresar calcular el limite de la funcién cuando ambas variables tien-
den a algo al mismo tiempo, esto es, cuando el vector (x,y) tiende a
el vector (a,b), donde a y b son constantes reales.

En este curso no aprenderemos a computar estos limites, pero si
vamos a aprender a demostrar cudndo el limite no existe.

Hacerlo es bastante sencillo y se basa en el principio de que si el
limite existe, entonces cualquier trayectoria de (x,y) que se acerque a
(a,b) debe generar el mismo limite. Esto tltimo es andlogo a pensar
en los limites por la derecha y por la izquierda que calculdbamos al
principio del curso.

Ejemplo 60
@-12+@y-1)2

m PRI VTS no existe.
-1 x-1)*-(y-1)

Demuestre que

Solucion 60

En efecto, si primero x — 1 y luego y — 1, obtenemos —1.
Sin embargo, si primero y — 1y luego x — 1, obtenemos 1.
Por lo tanto, el limite no existe.
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L+e

L-&

Grafico: Limites en Dos Variables

Figura 53: Limite Bivariado por Definicién
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MobuLro 21
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Aplicaciéon: Productividad Marginal

Ejemplo 61

Una firma produce acorde a la funcién de produccién F(K,L)
usando capital K y trabajo L.

Actualmente se encuentra produciendo g unidades usando alguna
combinacién de sus insumos.

Sin embargo, estan pensando en alterar levemente la combinacién
de capital y trabajo por factores externos.

Si no quisieran afectar el nivel de produccién, ;cual deberia ser la
razoén entre el diferencial de capital y el diferencial de trabajo para
que se cumpla esto?

Solucion 61
Si no quiere alterar el nivel de produccion, entonces dF debe ser
cero.

oF oF . .
Pero dF = ﬁ{dK + EdL’ i.e. esto debe ser igual a cero.
oF
. ) dK oL
Despejamos la razén y obtenemos a- —@.
0K
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MobuLo 22
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MobuLro 23
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Unidad 5

Unidad 5
Moédulo 24
Moédulo 25
Moédulo 26
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MobuLo 24
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MobuLo 25
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MobuLo 26
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Apéndice

Apéndice
Problema 3
Recomendaciones Generales
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PROBLEMA 3
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Problema 3: Enunciado

Contexto introductorio (ex ante).

Induccion del problema.

Presentacion de variables.

Planteamiento de una decisién.

Exigencia de resultados a partir de un instrumento.
Especificaciéon de una conclusion.

Ayudas, hints, indicaciones...

253



Problema 3: Respuesta

Definir variables, parametros y/o funciones.
Plantear el problema en base a las definiciones.
Desarrollar el problema planteado.

Resolver lo desarrollado.

Concluir en base a lo resuelto.
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Contexto e Induccion

Javiera y Diego son duefios de Funcionsilandia, el parque de diver-
siones més connotado de la ciudad. Lo distintivo de este parque es
que todas sus atracciones siguen comportamientos identificados por
funciones matematicas... Javiera y Diego planean adquirir una nue-
va atraccién (montafia rusa) para su parque de diversiones, llamada
CYD (Continua Y Derivable).
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Variables

El comportamiento funcional de esta atraccion es el de una funcién
por tramos, donde el primer tramo (la primera pieza) se comporta
como la funcién a(x) = 2Inx y el segundo tramo (la segunda pieza)
se comporta como la funcién b(x) = 0,25x2 + k, donde x correspon-
de a una medida de ancho de la atraccion vista de perfil y ambas
funciones miden la altura del riel.
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Variables (cont.)

Esto queda representado en la Figura 54.

Figura 54: CYD (Continua Y Derivable)

b |
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Decision, Resultados y Conclusion

Sin embargo, Javiera y Diego deben cumplir fuertes regulaciones
de seguridad para poder estrenar su atraccién. Particularmente, se
les pide que el recorrido sea “suave”, cosa de que los carros puedan
seguir una trayectoria sin quiebres en los rieles. Considerando que
k es una constante técnica que deben determinar, ;podran estrenar
la atraccion?
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Indicacion

IND: apoye su respuesta en la Figura 54 (particularmente al elegir
los tramos).
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Definicion de Variables y Funcién

Definicién de variables y funcién:

Sea c(x) la funcién por tramos que define a la atraccién y ¢’(x) su
derivada:

2Inx sil<x=<2

cla) = {0,25x2 1k si2<x<3

Sea k el parametro técnico que podria permitir que la funcién sea
suave (siempre derivable y continua).

260



Planteamiento del Problema

Planteamiento del problema:

El problema se define de esta manera:

-Si 3k : Vx €]1,3[3c' (x) € R, entonces pueden estrenar la atraccion.
-Si 2k : Vx €]1,3[3c¢' (x) € R, entonces no pueden estrenar la atraccién.
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Desarrollo

Desarrollo:

Como ambas subfunciones a y b son derivables y continuas en sus
tramos, basta con encontrar las condiciones sobre £ para que la fun-
cion ¢ sea derivable en torno a x = 2. La intuicién detras de esto es
que cada riel por separado es suave, sin embargo, hay que encon-
trar la forma de que al unirlos la estructura completa también sea
suave.

Derivando cada tramo en la vecindad de x = 2 tenemos que ¢’(x) = ?c
cuando x <2y ¢’(x) = 0,5x cuando x > 2.

Luego, notamos que para x = 2 efectivamente ambas derivadas son
iguales (a 1).

Por dltimo, encontramos si existe o no algun valor de % tal que la
funcién sea continua. Dado que los limites laterales para ambas
funciones a y b existen, basta con igualar ambas funciones dado

x=2:
ax=2)=b(x=2) = 2ln2=1+F% =>
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Conclusion

Conclusioén:
Por lo tanto, 3% : Vx €]1,3[3¢’ (x) € R, por lo que Javiera y Diego podran
estrenar la atraccion CYD.
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RECOMENDACIONES
(FENERALES
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Recomendaciones Generales

* Leer bien antes de empezar (subrayar puede ser ttil).
* Identificar la informacién que sirve (separar distractores).

* Deducir el tipo de problema al cual uno se enfrenta (=
practicar).

* Imaginar la respuesta antes de escribirla (no lanzarse a
escribir).

* Ser ordenado y estructurado en la respuesta (pensar en el
ayudante que revisa).

* Corroborar siempre que se pueda (evitar arrastres).

* No borrar algo a menos que se tenga con que suplirlo (no
responder siempre otorga nota 1,0).

* Tachar es mejor que borrar (es mas rapido).

* Lapiz de tinta es mejor que de grafito (admite recorreccion).
* Justificar adecuadamente (;por qué?).

* Optimizar el tiempo (IMg = CMg = 6ptimo, por ejemplo).
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Ex-Unidad 4

Ex-Unidad 4
Ex-Médulo 20
Ex-Médulo 21
Ex-Médulo 22
Ex-Médulo 23
Ex-Médulo 24
Ex-Médulo 25
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Ex-MoépuLo 20
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Introduccién: Algebra Lineal

El algebra lineal se ocupa de estudiar las relaciones mas simples
que se puedan dar entre ciertas variables, a saber, las relaciones
lineales.

Sin pérdida de generalidad, en todo lo que sigue trabajaremos bési-
camente sobre R”.

Recordatorio MEM105: El producto cartesiano A x B entre dos
conjuntos A y B es el conjunto que contiene todas las combinaciones
de elementos en A con los elementos en B.

Por lo tanto, tenemos la siguiente definicion...

Definicion 46
El conjunto R” se define como R”:=R xR x --- xR, es decir, es el
conjunto que contiene todas las combinaciones ordenadas de n
ndmeros reales.

Definicion 47

Un vector es cualquier elemento de R” con n = 2.

Definicion 48
Un escalar es cualquier elemento de R” con n =1 (cualquier
ndamero real).
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Abstraccion: Espacios Vectoriales

Definicion 49

Un espacio vectorial es una estructura algebraica formada por
un conjunto no vacio V (vectores), una ley de composicion interna
(suma) y una ley de composicion externa (ponderacién) sobre un
cuerpo K (escalares) que cumple 8 propiedades:

1. Conmutatividad: u+v=v+u va,veV

2. Asociatividad (interna): u+ (v+w)=(u+v)+w vyu,v,weV
3. Existencia de neutro (interna): 310e V:u+0=u vueV

4. Existencia de opuesto: YueV, A-ueV:iu+(-u)=0

5. Asociatividad (externa): a-(f-u) =(a-f)-u Va,peK,YueV
6. Existencia de neutro (externa): 311 eK:1-u=u vyueV

7. Distributividad (interna):

a-u+v)=a-u+a-v VaeK,YuveV

8. Distributividad (externa):
(a+pf)-u=a-u+f-u Va,fe K,VaeV
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Espacios y Subespacios Vectoriales

En base a la notacién de la Definicién 49, nos vamos a interesar sélo
en los espacios vectoriales en donde V:=R" y K:=R.

De todos modos, es importante destacar que los vectores en un espa-
cio vectorial no tienen por qué ser siempre n-tuplas de R"*, perfecta-
mente podrian ser otras cosas. Por ejemplo, el conjunto de todas las
funciones cuadraticas sobre los reales también puede conformar un
espacio vectorial (basta con pensar en las propiedades anteriores,
se cumplen todas).

Sin embargo, lo que mas nos va a importar en esta parte del curso
es la definicién de subespacio vectorial.

Definicion 50
Un subconjunto distinto de vacio U < R" es un subespacio
vectorial de R" si y sélo si

1. 0eU,
2. u+velU vu,veUy
3. auelU VaeR,YVueU.

Observacion: las ultimas dos se resumen en au+ve U.
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Grafico: Algunos Subespacios de R?

Figura 55: Plano y una recta que pasan por el origen (son s.e.v. de R3)

z
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Aterrizaje: Vectores

X1

X2
Los vectores pueden ser escritos de la siguiente formal®: X=| |,

Xn
es decir, se entienden generalmente como columnas.
Sin embargo, no es incorrecto escribirlos como filas. Cuando haga-
mos esto, diremos que se trata de un vector fila.
Como sea, todo vector X € R" esta formado por n coordenadas (o
componentes o elementos) x1,x9,--,%;,.
Con este sencillo instrumental, ya podemos entrar profundamente
en el algebra lineal.
Observacion: Aparte de denotar vectores con maytsculas (X) o ne-
gritas (x), también se pueden denotar con una flecha encima: x.

10Cambiamos la notacién por simplicidad.
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Ejemplo: Subespacio Vectorial
Ejemplo 62
Verifique si W = {(x,y,2)’ € R3/4x + 2y = 22} es un s.e.v. de RS,
Solucién 62
1. PDQ 0 e W. Evaluamos o =(0,0,0):

4.0+2-0=2.0 < 0=0y

2. PDQ 1,09 € W,k e R = i1 +kibg € W. En efecto, sea
w1 =(,b,c)e Wyibg=(d,ef eW,de modo que 4a +2b =2c y
4d + 2e = 2f.
Luego i1 + kivg = (a + kd,b + ke,c + kf). Corroboramos la
condicién de pertenencia a W:

4(a+kd)+2(b+ke)=2(c +kf) < (4a+2b) + (4d + 2e)k = 2¢ + 2fk

Dada la hipétesis de pertenencia de i1 y g, lo anterior
implica que: 2¢ + 2fk = 2¢ + 2fk+/

Por lo tanto, dado que se cumplen ambas condiciones, W es un
s.e.v. de R3. 273



Propuestos: Subespacios Vectoriales

Propuesto 51
Sea V ={(x1,x9,x3)' € R3:x1 +2x9 +x3 = a}. Encuentre el valor de a
para que V sea un s.e.v. de R3.

Propuesto 52

Pruebe que 0, € R"” y R" son ambos subespacios vectoriales de R".

Propuesto 53

Sean V 'y W dos subespacios vectoriales (no disjuntos) de R”.
Demuestre que Vn W también es un subespacio vectorial.
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Matrices
Definicion 51

Una matriz A es un arreglo rectangular de niimeros reales de la
forma

a1 a2 - A1
az1 Qg2 -+ Qap
an1 Qp2 -+ Quppg

donde cada elemento a;;€R, coni€e{l,---,n} yje{l,---,k}.

En este caso, n € N corresponde al nimero de filas de la matriz y
k €N al nimero de columnas de la matriz, por lo que decimos que
A es una matriz de n x k& (en ese orden: filasxcolumnas).

Una matriz como la anterior pertenece al conjunto de matrices de
n xk, al cual llamaremos R"***. Ademaés, simplificaremos la notacién
de las matrices refiriéndonos a ellas como A = [a;;] € R<k,
Observacion: Todos los vectores son matrices (de n x 1), pero no
todas las matrices son vectores.

(Otra) Observacion: La matriz A puede ser vista como un arreglo

de k vectores en R”. Esto sera ttil méas adelante.
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Ex-MobpuLo 21
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Operaciones con Vectores

Ademas de las operaciones de suma (resta) y ponderacién por es-
calar que ya conocemos, a los vectores se les pueden aplicar otras
operaciones muy utiles. Partiremos recordando la suma y la ponde-
racién por escalar.

Proposiciéon 37

X1 Y1
X2 Y2

Sean X=| . |eY=| . | dos vectores en R" y a € R un escalar.
Xn Yn

Luego tenemos que

X1 Y1 X1+Y1 ax]

X2 Y2 X2 +Y2 axg
X+Y=| . |+|. |= . yque aX=

Xn Yn Xn tYn axn
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Grafico: Suma y Ponderacion de Vectores

Figura 56: Suma y ponderacién de vectores en RS

1T 2t +0=(5,6,5)

9 = (4,4,2)

N
?
X
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Transposicion y Producto Interno

Definicion 52

X1

xg
Dado un vector (columna) X=| ., | €eR", se define su transpuesto

Xn
como el vector (fila) X7 = X! =X":= (x1,%2,---,%s) = (X1 X2 -+ %n).
Definicién 53
X1 Y1
X2
SeanX=| . [eY=| . | dos vectores en R". El producto interno
Xn Yn

n
entre X e Y se define como X - Y=XY=<X,Y>=) x;y; €R.

i=1
Vale la pena notar que el producto interno entre dos vectores es un
escalar, no un vector.
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Norma y Distancia

Definicién 54
n

La norma (euclidiana) de X es [ X |= /) x? € R;.
i=1

Este valor no negativo corresponde a la r;zagnitud del vector.

Observacion: La norma euclidiana es equivalente a la raiz cua-
drada del producto interno del vector consigo mismo.
Por lo tanto, también es correcto afirmar que

[X]=VX-X=vXX=vV<XX>.

Definicién 55
La distancia (euclidiana) entre X e Yes dX,Y) =| X-Y | eR,.

Observacion: La norma euclidiana de X puede ser entendida como
la distancia entre el vector y el origen.
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Propiedades de las Operaciones

Proposicién 38
Sean X, Y y Z vectores en R" y a € R. Entonces,

e X-Y+2)=X-Y+X.Z,

e (aX)-Y=aXY),

e X.Y=Y X

« 0-X=0,
IXI=0y IX]=0 < X=0,
IX+Yl<IX |+ Y| (desigualdad triangular),
laXl=lal | X (la| es el valor absoluto de a),
dX,)Y)=d(¥,X),
e dXY)=20ydX)Y)=0 = X=Y,
dX,Y)=dX,2)+d(Z,Y) (desigualdad triangular) y
X-Y<| XY (desigualdad de Cauchy Schwartz).
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Ex-MobpuLo 22
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Combinacion Lineal

A partir de la suma y la ponderacién por escalar que definimos ante-
riormente (Proposicién 37), podemos usar vectores y escalares para
generar nuevos vectores. Esta idea la sintetizamos en la siguiente
definicién.

Definicién 56

Diremos que el vector Z es una combinacién lineal del conjunto
de vectores {Xj}Jl?zl eR", si

k
Z=) %X
J=1
donde {aj}J’?’/:1 son escalares reales.

Dicho de otro modo, una combinacién lineal es simplemente una
suma ponderada de vectores.

Observaciéon: La combinacién convexa de la Definicién 35 es una
combinacién lineal con dos escalares no negativos que suman 1.
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Ejemplo: Combinacion Lineal

Ejemplo 63
Determine si el vector (1,2,3) es combinacion lineal de los vectores
5,7,9) y (8,10,12).

Solucion 63

Para que esto sea asi, deben existir escalares a y b tal que
(1,2,3)=a(5,7,9)+5b(8,10,12), i.e. tal que 1 =5a+8b,2=Ta +10b y
3=9a+12b.

Sumando las primeras dos ecuaciones tenemos que 3 = 12a + 18b.

Igualando con la dltima tenemos 12a + 185 =9a + 12b <— a = —2b.

1
Evaluamos esto en las identidades y obtenemos quea=1y b = —5

1
En efecto, (5,7,9) — 5(8, 10,12) =(1,2,3), por lo que el vector (1,2,3)

si es combinacién lineal de los vectores (5,7,9) y (8,10,12).

Propuesto 54

Demuestre que el cero vectorial en R” es combinacién lineal de
cualquier conjunto de vectores en R".
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Dependencia e Independencia Lineal

Utilizando la Definicién 56, podemos identificar si un conjunto de
vectores es linealmente dependiente o linealmente independiente...

Definicién 57
El conjunto de vectores {)(j}]’?zl €R" es linealmente

k
independiente si cuando )_ a;X; =0 es porque necesariamente
J=1
ak dos i 1
{ocj}j:1 son todos igual a cero.

Dicho de otro modo, un conjunto de vectores es linealmente depen-
diente si la dnica combinacién lineal entre ellos que genera al cero
vectorial es una con sélo escalares igual a cero.

Definicion 58

El conjunto de vectores {Xj}J’?’:l €R" es linealmente dependiente

si no es linealmente independiente, i.e. existe {aj}J’?zl, donde al

k
menos un escalar es distinto de 0, tal que ) a;X;=0.
J=1
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Ejercicio: Dependencia Lineal

Ejemplo 64

Demuestre que si R 5Z # 0 es una combinacién lineal de
{XJ-}J’?":1 € R", entonces el conjunto formado por Z y {X}}J’f‘:l es
linealmente dependiente.

Solucién 64 \

En efecto, tenemos que Z = )_ a;X;, donde al menos uno de los a; es
J=1
distinto de cero, pues de lo contrario Z seria 0.

k
Luego, restamos Z y obtenemos —Z + )_ a;X; = 0, de modo que
J=1
existen al menos dos ponderadores distintos de cero (-1 y al menos
un escalar que aseguraba que Z fuese distinto de 0).
Por lo tanto, el conjunto es linealmente dependiente.

Propuesto 55

Demuestre que cualquier conjunto que contiene el cero vectorial en
R"™ es linealmente dependiente.
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Propiedades: Independencia Lineal

Proposicién 39
Cualquier conjunto de n (o mds, pero nunca menos) vectores

linealmente independientes puede generar (a través de alguna
combinacion lineal) a cualquier vector en R™.

Definicion 59

Una base de un espacio V es cualquier conjunto de vectores
linealmente independientes que puede generar al espacio, i.e.
puede generar a cualquiera de sus elementos a través de alguna
combinacién lineal.

Definicién 60

La cantidad minima de vectores que puede tener una base de un
espacio se define como la dimensién del espacio.
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Ex-Mo6puLo 23
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Transposicion de Matrices

Al igual que con los vectores, las matrices también se pueden trans-
poner. La notacién es igual a la expuesta en la Definicién 52...

Transpuesta de M =M' =M =MT

Una gracia de la transposicion de una matriz es que todas sus filas
pasan a ser columnas y todas sus columnas pasan a ser filas.

Por causa de lo anterior, al transponer una matriz, cualquier sub-
matriz de ella también se transpone, tal como en la Figura 57.

Figura 57: Matriz (y Submatriz) Transpuesta

N NT
1 2 3 4 5 Transpuesta 1 6 11116
6 7 8F9--tof-InC 2 7 12117
M= MT=-||3 8 13] 18
11 12 13| 14 15
16 17 18 19 20 4 9 14 19
5 10 15 20
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Suma, Ponderacién y Producto

Similarmente, las matrices se pueden sumar (restar) y ponderar por
escalares. Al igual que en la Proposicién 37...

Proposicién 40

Sean A,B € R™* dos matrices de iguales dimensiones y sea a €R un
escalar. Luego, A+ B :=[a;;+b;;l y aA = [a;,].

La multiplicacién entre dos matrices es un poco menos intuitiva...

Proposicion 41
Sean A e R"*P y B € RP*? dos matrices tal que la cantidad de
columnas de A = [a;}] equivale a la cantidad de filas de B = [by ).

p
Luego, AB=C eR" tal que ¢;j= ) a;bp.
k=1

Esto quedara mas claro con la Figura 58 y la Figura 59.
Observacion: jLa multiplicacién matricial no es conmutatival!
Por lo mismo, cuando multiplicamos una matriz, debemos ser ex-
plicitos indicando si se multiplica por la derecha o por la izquierda.
(Otra) Observacion (mas): Ahora deberia hacer sentido la nota-
cion X'Y para el producto interno entre dos vectores.
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Diagrama: Multiplicacién Matricial

Figura 58: Producto entre dos matrices

B:pxq
b b2 ) ... big
,,—szr'@ o by
by by | e by
‘/
an a2 ﬂf,: 1 C12 Cig
]
az) az azp €21 €22 C2q
N
anp  Ap anp Cn1 Cn2 Cnq
A:nxp C=A-B:nxq

291



Diagrama: Multiplicacion Matricial

Figura 59: Producto entre dos matrices

B:pxq
//lyu,,,ﬁ.;» bij ) ... by
bry | byj biq

A:nxp 292 C=A-B:nxq



Determinante de una Matriz

Teniendo claro que las matrices son finalmente un conjunto de vec-
tores puestos como distintas columnas, podemos explotar una nue-
va definicién sobre las matrices cuadradas (aquellas de dimensién
nxn).

Definicion 61

Sea A € R2*2 una matriz cuadrada de dos dimensiones definida por

a a
A= ( 11 1,2)_
a1 a2
Luego, su determinante corresponde a |A| =aj 1092 —a1209,1.
Si A fuera de 3 x 3, entonces tendriamos que

a a a
L1 1,2 13 a1,1022033+021032013+031012023
detd) =|ag1 ag2 ag3|=

°| —a13a2,2a3,1 - a2303201,1 —03,301,202,1°
as1 as2 asgs

Esto dltimo es conocido como la Regla de Sarrus.
Observacion: Sélo las matrices cuadradas tienen determinante.
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Mnemotecnia: Regla de Sarrus

Figura 60: Regla de Sarrus

.01,1 a2 @13

Observacion: El (médulo del) determinante de una matriz de 2 x 2
corresponde al 4rea del paralelogramo que forman sus dos vectores
(columnas), mientras que el de una matriz de 3 x 3 corresponde al

volumen del paralelepipedo que forman sus tres vectores.
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Grafico: Determinante de una Matriz

Figura 61: Determinante como area de un paralelogramo

Yy
N 3 2
\1 4\_10
U=(2,4
u=(3,1
> X
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Matriz Inversa
Definicion 62

La inversa de una matriz cuadrada M € R®*", caso exista, es otra
matriz cuadrada M~ tal que M-1M =1, donde I,, es la matriz
identidad del espacio R**", definida como

100 - 0
010 - 0
1,0 0 1 -« of
000 - 1

es decir, I, es una matriz cuadrada de n xn cuya diagonal esta
formada por 1s y el resto por 0s. Esta matriz es importante por ser
el neutro multiplicativo de R™*" (si, dice m x n), i.e. cualquier
matriz de m x n por I, (por la derecha) da la misma matriz.

Proposiciéon 42
Una matriz M es invertible si y solo si det(M) #0.

Observacion: Sélo las matrices cuadradas son invertibles.
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Inversa de una Matriz de 2 x 2

Proposiciéon 43

La inversa de una matriz cuadrada M € R2*2 definida por
a b

M= [c d

es otra matriz de 2 x 2 definida por

-1_ 1
ad —be

d —b]'

—C a

Demostracion.
En efecto, al multiplicar M~! por M tenemos

1
ad —be

ad-bc bd-bd
-ac+ac -bec+ad

10

M M= =10 1] =I.

O

Notamos que el escalar que pondera la matriz inversa es |[M|™1, i.e.
el reciproco del determinante. Por ende, si el determinante fuese
cero, la inversa se indefine (no existe).
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Método de los Cofactores

Volvamos a los determinantes, pues por ahora sélo sabemos calcular
los de matrices de 2 x 2 y 3 x 3 (para que luego podamos retomar de
mejor manera a las inversas).

Una forma general de calcular el determinante de cualquier matriz
(cuadrada) es mediante el método de los cofactores. Primero de-
bemos definir lo que es un cofactor, junto con otras cosas...

Definiciéon 63

La matriz de cofactores, M., de una matriz cuadrada M cumple con
que en la posicién de cada elemento m;; se ubica el cofactor C;;
asociado a dicho elemento. El cofactor C;; se define como
C;;:=(-1)"M;;, donde M;; es el menor del elemento m; .

Definicién 64

El menor M;; del elemento m,; equivale al determinante de la
submatriz de (n — 1) x (n — 1) que se genera al eliminar la filai y la
columna j de la matriz original.
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H

Matriz de Cofactores

Algebraicamente, la matriz de cofactores descrita en la Definicién
63 es M, =

mg9o Mm23 o Mon mg1 Mm23 o Mg mg1  Mm22 omgq
mgg mgg o Mgp m31  mgg o Mgn m31 mgg - mg_
_| ] ] ] 4
Mmp2 Mpg ~°  Mnn Mp1  Mpg ~° Mnn Mp1 Mp2 = Mp
mi2 my3 Mmin mi1 mi3 Mmin mi1 mi3 my
mg2 m33 m3n m31 m33 m3n m31 m33 mg,—
_ E
Mmp2 Mp3 0 Mnn Mmp1 Mp3 0 Man Mmp1 Mp3 0 Mp 1
myo mi3 min mi1 mi3 min mi1 myo my -1
mg o mg 3 mo mg 1 mg's ma mg 1 mog my _
I
m-12  Mm-13 0 M-1n m-11 Mm-18 v M-l m-11 M-12 v M_1-1

donde las coordenadas descritas por —1 corresponden a coordenadas
identificadas con n—1 (para que la matriz entre en la diapositiva) y
el signo asociado al elemento (1,n) sera positivo si n es impar.
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Método de los Cofactores (cont.)

Por 1ltimo, para obtener el determinante de cualquier matriz, bas-
ta con elegir cualquier fila o columna (de verdad, la que quie-
ran) y multiplicar cada elemento de dicha fila o columna por
su cofactor correspondiente. Finalmente, s6lo se suman dichos
productos para obtener el determinante de la matriz.

Ejemplo 65

3 1 2
-1 2 4
3 -2 1

Calcule el determinante de A = usando cofactores.

Solucién 65
Tomemos, por ejemplo, la primera columna. El menor M ; es
‘ 2 4

9 1‘ =10, de modo que el cofactor Cy ; es (-11*1.10=10. Para

1 2
9 1‘ =5y el cofactor es

Co1=(- 1)2+1.5 = —5. Anslogamente, M31=0y Cs1=0, por lo que
el determinante es det(A) =3-10+(-1)-(-5)+3-0=35.
Observacion: Lo mas comodo, si se puede, es usar la fila/columna
que tenga mas ceros. 300

el elemento (2,1), el menor es Mg = ‘



Método de la Adjunta

Ahora que sabemos calcular el determinante de cualquier matriz,
podemos calcular la inversa de cualquier matriz.

Proposicién 44 Solucién 66

La inversa de cualquier matriz Siguiendo con lo que
cuadrada M corresponde al reciproco  hicimos en el Ejemplo 65,
de su determinante ponderado por su.  tenemos que

matriz adjunta, o bien, su matriz de

cofactores traspuesta, i.e. 10 13 -4
1 Ac=[-5 -3 9
-1_ (M) = T 0 -14 7

M= Fotan 9™ = Gevan M

Luego, recordando del

Ej emplo 66 mismo ejemplo que

Obtenga la inversa de det(A) =35, tenemos que

10 -5 0
3 1 2 L1

A=|-1 2 4. S i
3 -2 1 -
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Método de Gauss

El método anterior puede ser un poco engorroso, pues requiere cal-
cular muchas determinantes (y si tuviéramos una matriz de 5x5, no
tendriamos directamente los determinantes de las submatrices!?).
Una alternativa al método de cofactores es el método de Gauss, el
cual aprovecha el uso de operaciones elementales.

Definicion 65

Las operaciones elementales que se le pueden aplicar a cualquier
matriz son 3:

o Enrrocar una fila con otra.
o Ponderar una fila por un escalar (no nulo).
e Sumarle una fila (ponderada) a otra.

Cuando enrrocamos la fila @ con la fila b, lo denotamos por e, .
Cuando ponderamos la fila a por 1 € R, lo denotamos por e, (1).
Cuando a la fila a le sumamos la fila b ponderada por A, lo
denotamos por e, ; (1) (0jo con el orden).

11De todos modos, en este curso no invertiremos matrices mayores a 4 x 4.
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Método de Gauss (cont.)

El método de Gauss consiste en los siguientes pasos:

1. Extender la matriz de n x n a una matriz de n x 2n afiadiendo
una matriz identidad I, al lado.

2. Aplicar operaciones elementales a esta matriz extendida
hasta convertir la porcién que contiene a la matriz original en
una matriz identidad.

3. El resultado (la inversa) es lo que queda en el sector donde se
imputé I,,.
Una recomendacién al aplicar el método de Gauss es triangulizar la

matriz original mediante un escalonamiento. Luego es trivial trans-
formar la matriz en una identidad con operaciones elementales.

Definicion 66

Una matriz estda escalonada si el pivote (primer elemento no
nulo) de cada fila esta a la derecha del pivote de la fila anterior.
Una de las (muchas) gracias que tiene una matriz escalonada es
que sus filas no nulas son linealmente independientes.

;Como serd el determinante de una matriz cuadrada escalonada?
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Ejemplo: Método de Gauss

Ejemplo 67

1 3 3
1 4 3
1 3 4

Invierta B = usando el método de Gauss.

Solucion 67
1 3 3

1 4 310 10
1 3 40 0 1
Aplicamos operaciones elementales (puede ser mas de 1 a la vez):

1 0 0]ep-3e15c9[1 0 O
of —— |0

1 00
Extendemos la matriz a

7 -3 -3
-1 1 0
-1 0 1

eg1(=1e31(-1)

1 3 3
010
0 01

-1 1 10
-1 0 1 0 01

7 -3 -3
Por lo tanto, B1=|-1 1 0
-1 0 1
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Ex-MobuLo 24
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Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)

JPara qué nos podria servir lo anterior?
Una aplicacién util del algebra matricial se da en los sistemas de
ecuaciones lineales.

Definicion 67

Un conjunto de ecuaciones es un sistema de ecuaciones
lineales (SEL) si cada una de las ecuaciones es de primer grado,
i.e. es lineal.

Ejemplo 68

—t

x + y =

Resuelva, como en la PSU, el siguiente SEL: 4x + 3y = 2

Solucion 68

Con cualquier método de la PSU (ya sea sustitucion, igualacién o
reduccion) deberiamos llegar a que x=-1ey=2.
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SEL: Notacion Matricial

Sin embargo, el SEL del Ejemplo 68 puede ser escrito en notacion

.. + y =1
matricial, pues plantear que 4 + 3y = 2 es exactamente
lo mismo que plantear
1 1){x] _[1
4 3|ly| 2]

Definicion 68

Un SEL esta escrito en notaciéon matricial (o en forma
matricial) si esta planteado como AX = b, donde A es una matriz
de coeficientes, X es un vector de incégnitas y b es un vector de
términos libres (o vector de términos independientes).

11 1
4 3 yb:[z

-

En nuestro caso, A = ,X=

x
Y
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Solucién: Premultiplicando Inversa

En nuestro SEL, podemos despejar % simplementel? premultipli-
cando la ecuacién matricial por A1, es decir,
X

Bl = -8B

Asi, obtenemos A1 = _1 [ 3 _1] _|-

B
] [3+2 [

4 3

_11] y la usamos para

computar X =

, llegando finalmente a
quex=-ley= 2 En resumen..
Proposiciéon 45

Si A es una matriz invertible en un SEL definido por AX=0b, la
(tinica) solucion al sistema es % =A~1b.

12Esta claro que los métodos de la PSU son mas convenientes en este caso, pero
luego podremos usar el método para resolver sistemas més complejos.
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Solucion: Método de Gauss

A veces calcular la inversa de la matriz de coeficientes puede ser
mucho trabajo. Una forma de evitar la inversa es utilizando el mé-
todo de Gauss, que es analogo al método para invertir matrices!3.

La unica diferencia es que en vez de extender la matriz de coeficien-
tes con una identidad vamos a extenderla con el vector de términos

libres y que ahora basta con escalonar la matriz ( ppor qué?).

Ejemplo 69
2c - 3y + 4z = 13
Resuelva x + y + 2z = 4 |con el métodode Gauss.
3x + b5y - 2z = -4
Solucion 69
2 -3 4] ][x 13
El sistema en forma matricial es [1 1 2| |y|=]4]|yla
3 5 -1] |z -4
2 -3 4|13
matriz de coeficientes extendida es [1 1 2|4
3 5 -1/-4

13La intuicién detrss de esto es que cada operacion elemental puede ser
interpretada como una premultiplicacién matricial (jo no?).
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Solucion: Método de Gauss (cont.)

Ahora debemos escalonar la matriz extendida, obteniendo

2 -3 4|13] ., [T 1 2|4]c (e[l 1 2| 4
1 1 2(4|]— 1|2 -3 4|13 ——— [0 -5 0| 5
3 5 -11-4 3 5 -1|-4] 0 2 -7/-16
1
62(5) 1 1 2] 4]0 1 2] 4
— 10 -1 0|1 {|— |0 -1 O} 1
0 2 -7|-16 |0 0 -7/-14

Por lo tanto, sabemos que -7z2=-14 = z=2y que -y=1 =
y =—1. Con esto podemos reemplazar en la primera fila, obteniendo

x-1+4=4 = x=1.
/Qué pasard si la matriz de coeficientes no es invertible?
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Tipos de Sistemas

Los SEL se pueden clasificar en tres tipos segiin sus soluciones
1. cero soluciones: incompatible.
2. una solucién: compatible determinado.
3. infinitas soluciones: compatible indeterminado.

Esto se diagrama en la Figura 62.

14

Figura 62: Tipos de SEL

determinado

compatible

sistema indeterminado

incompatible

14De nuevo, esto es analogo a la PSU. 311



Tipos de Sistemas (cont.)

Proposicién 46
Si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero, el
sistema es compatible determinado.

Definicién 69

El rango de una matriz A corresponde al niimero de filas
linealmente independientes que tiene, i.e. el nimero de filas no
nulas que se obtienen al escalonar la matriz. El rango se denota
por rank(A) e N. Una matriz A € R**" se dice de rango completo si
rank(A) =n, i.e. si todas las filas son linealmente independientes.

Proposiciéon 47
Si el determinante de la matriz de coeficientes es cero y ademds la
matriz extendida tiene rango completo, el sistema es incompatible.

Proposiciéon 48
Si el determinante de la matriz de coeficientes es cero y la matriz
extendida no tiene rango completo, el sistema es compatible
indeterminado.
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Sistemas Homogéneos

Definicién 70
Si un SEL esta definido por AX = b, el sistema homogéneo
asociado es Ax =0.

Propuesto 56

Demuestre que todo sistema homogéneo es compatible.

Proposicién 49
Si un sistema homogéneo tiene una solucién no trivial, i.e. distinta
de X% =0, entonces el sistema homogéneo tiene infinitas soluciones.

Demostracion.

Sea %, # 0 una solucion al sistema homogéneo. Entonces se cumple
que AX; = 0. Pero, YA€ R\ {0}, también se cumple que

AAFC}*l =0 = A()LFCZ) =0. Por lo tanto, cualquier A%y también es
solucion al sistema homogéneo. OJ
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Sistemas Homogéneos (cont.)

Proposicién 50
Sea %* una solucion al SEL AX=by sea X, una solucion al sistema
homogéneo. Entonces X" +X; también es una solucion al SEL.

Demostracion.

X* es una solucion al SEL A% =b siy solo si AX* =b. Por otro lado X
es una solucién al sistema homogéneo si y solo si Ax; =0. Sumando
ambas ecuaciones tenemos que AX; +AZ* =0+b < A®; +I") =),

h
por lo que ¥* +X; también es una solucion al SEL. O

Proposiciéon 51
Sean %] y X; dos soluciones distintas al SEL AX =b. Entonces el
SEL AX = b tiene infinitas soluciones

Propuesto 57

Demuestre la Proposicion 51 y el contrarreciproco de la
Proposicién 49, i.e. “si un SEL tiene solucién dnica, entonces el
sistema homogéneo admite sélo la solucién trivial”.
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Ex-MoébpuLo 25

315



Aplicacion: Oferta y Demanda

Ejemplo 70

Suponga que dos empresas compiten, la primera produce el bien A
y la segunda el bien B. Estos bienes son sustitutos, por lo que si
uno baja de precio podria reducir la cantidad demanda del otro
bien. La primera empresa ha tenido algunos problemas
financieros, por lo que estima que sus ingresos deberian superar
las 35 Unidades Monetarias [UM] para poder salir adelante. Por lo
tanto, intenta determinar cémo le podra ir en este mercado en el
mejor de los casos, ya que de no superar éste las 35 [UM], debera
solicitar la quiebra.
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Aplicacion: Oferta y Demanda (cont.)

La empresa le solicita ayuda para poder enfrentar este problema.
De acuerdo a la informacién recopilada, se sabe que las demandas
Q4 y @p de estos productos estan relacionadas con sus precios P4 y
Pp por la ecuaciones

1 1
QA:17_2PA+§PB y QB:2O_3PB+§PA'

Ademas, las leyes de oferta que rigen este mercado pueden ser re-
presentadas por

1 1 1
PA=2+QA+§QB y PB:2+§QB+ZQA,

donde se indican los precios a los cuales las cantidades @4 y @p
estaran disponibles en el mercado.

Teniendo presente que en el equilibrio las cuatro ecuaciones deben
cumplirse, jcudl deberia ser la decision de la primera empresa?
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Definicion y Planteamiento

Solucion 70

En esta caso las variables a tener presente son los precios y
cantidades de cada bien, que ya fueron sefialadas en el enunciado.
Sin embargo, se requieren las siguientes variables definidas:

P : Precio de equilibrio del bien A.

P, : Precio de equilibrio del bien B.

Q¢ : Cantidad de equilibrio del bien A.

Q% : Cantidad de equilibrio del bien A.

I, : Ingreso en equilibrio de la empresa que produce A, i.e. mejor
escenario estable para la empresa A.

» SiI4 > 35 podra salir adelante y no deberia solicitar la

quiebra.
» SiI4 =35 deberia solicitar la quiebra.
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Desarrollo

Para determinar el mejor escenario estable de la empresa, se deben
determinar los precios y cantidades de equilibrio en este mercado.
Esto quiere decir que las cuatro ecuaciones se deben cumplir simul-
taneamente.

Qa +2Py -iPp = 17

Qs -3Pa» 3Pp = 20
Qs +3Qp P4 = -2
1Qs +3Qp -Pgp = -2

Matricialmente se puede representar como

10 2 -3]1@a 17
01 -4 3 Qp | _| 20
1 % -1 0 Py -2
15 0 -1 Pg -2
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Resolucion y Conclusion

La solucién al problema corresponde a

-1

Q4 10 2 -4 17 4
Qe | |0 1 -1 3 20 | |6
Pl % -1 0 -2 |7 |8
Py iz 0 -1 2 6

Conclusion: El mejor ingreso estable que podria recibir la empresa
es de P -Q4 =32 [UM], que se encuentra por debajo de las 35 [UM]
necesarias. Por lo tanto, la empresa A deberia solicitar la quiebra.
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